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1 Unendliche Spiele

1.1 Grundz lge

e 2 Spieler
e Zlge Abwechselnd

e deterministisch

volle/perfekte Information

GewinnVerlust (Nullsumme)

unendliche Dauer

1.2 Enstehung

¢ in der Mengenlehre Anfang des 20. Jahrhunderts (BanachyiVislycielski,..)
e Eigenschaften von Teilmengen reeler Zahlen.

e GralgStewart (1953) "Infinite Games of Perfect Information”

Spieler | Xp Xo
Spieler Il X1
Spieler | gewinnts Xg, X1, X2, X3 - - - € Win Binardarstellung einer reellen Zahl aus 10
Wesentliche Frage:Fir welche Meng&Vin hat einer der Spieler eine Gewinnstrategie oder ist diegie$ S
determiniert?

Winc {0, 1}
3

Schaltkreissynthese: Chruch 1936 "Logic, Arithmetic and A utomata”
e{0,1}

6e{0,1}

Berechnung(gll), (;22) e € ({O, l}”*l)w
Spezifikation fur das gewiinschte Verhalten des Schaése



4 KAPITEL 1. UNENDLICHE SPIELE

McNaughton 1965, Blicfiiandweber 1969: Sicht als Spiel:
Spieler 0= Umgebung, zieht in jedem Zug einen Vektaon Eingabesignalen
Spieler 1 gewinnt> die unendliche Sequenz von Efiiusgabesignalen die Spezifikation erfllt.

Wesentliche Fragen:  Welcher Spieler hat eine Gewinnstrategie?
Wieviel SpeicheiGedachtnis braucht man um die Strategie umzusetzen?

Heute: Modellierung von reaktiven Systemen (Interaktion mit Utmgieg). Weitere Anwendungen:

e Model-Checking (modaleu-Kalkil)

e \ergleiche von Strukturen (Bisimulation)

Grobgliederung:

Grundlegende Definitionen
Erreichbarkeitsspiele und Attraktorkonstruktion
Spezielle Strategien, Strategieautomaten
Staiger-Wagner-Spiele, Spielreduktion
Biichi-Spiele

Paritats- und Mullerspiele

Determiniertheit, Algorithmen,Anwendungen

Rabin/Streett-Spiele

© © N o g M w0 NP

Nebenlaufe, stochastische Spiele



2 Grundlegende Definitionen

Definition

SpielgraphG = (Q, E) Q: Kanten E:Kanten
Spieler 0fSpieler 1-KnoterQ = Q1 U Qo
Qwioio

E ist vollstandige KantenrelatiorE € Q x Q

Definition
Partie Folgep = qog1p - - - € Q¥ alternativ Abbildungp : N — Q mit (o(i), po(i + 1)) € E fur allei e N

Definition

Spiel G, ¢) G: Spielgraph . Gewinnbedingung

Normalerweise isfp Bedingung an Knoten die in vorkommen bzweo oft vorkommen. Dazu definieren
wir

Ocdp) = {qe QFi e N : p(i) = q}

Inf(o) = {q € Qlp(i) = qfir o vielei}

Beispiel:
fur Gewinnbedingungen

e 3 Ocdp)
e 3cInf(p) ® 5¢ Inf(p)
e {2,6} C Ocdp)

Spieler 0 gewinnp, falls p die Gewinnbedingung erfullt.

Definition

Gewinnstrategie fur Spieler 0 Funktidn: Q* Qo — Q Q: bisheriger Spielverlauf

Qo aktueller Knoten

sodass fur jedes Partieprafiy, . .. gx mit gx € Qogilt(gk, f(do, ..., 0k)) € E p ist gemalf gespielt/ mit f
vertraglich/ f-Partie gdw.

Vi e N:p(i) e Qo = p(i +1) = f(0(0)...p(1)) f ist Gewinnstrategie fur Spieler O vapaus gdw. jede
f-Partie die ing beginnt, von Spieler 0 gewonnen wird. (analog fur Spiejer 1

Beispiel:
5 fallsq=2
a) 3 e Ocdp) Gewinnstrategie fiir 1: f(wq) = alsd

4 fallsg=6

b) 3€Inf(p) © 6 € Inf(p) Gewinnstrategie fiir 0.

fwl) = 2 falls 3 noch nicht vorkam (in w) oder falls das letzte Vorkommen von 6 in w nach dem letzten Vork
|7 sonst
1 falls der letzte Knoten in w die 2 ist
f(wb) =
6 Sonst



3 Erreichbarkeitsspiele und Attraktorkonstruktion

Definition

Erreichbarkeitsspiel®, F) mit F € Q.

Spieler 0 gewinnp gdw. Ocqp) N F # 0

Wo{q € Q| Spieler 0 hat Gewinnstrategie vgraug
Wi{q € Q| Spieler 1 hat Gewinnstrategie vgraug

Definition
DeterminiertheitWoguW, = Q
FCcW

31.10.05

Gewinnbedingun Gewinnstrategi ewinnbereichWy, W

p anOcdp), Inf(p) vong € Q aus Determiniertheit:
Winc Q¥ Q = WouW,
Spiel G, p)

Spiel‘graph ~ Strategie

G =(Q,E) f:QQ—-Q

Q= QouQs f—Partie
Partiep

Spieler i gewinnt vorgauf = Spieleri hat eine Gewinnstrategie vapaus.
= qeQ

Losen eines Spiets Berechnen der Gewinnbereiche und entsprechender Geveiteggéen.

3.1 Erreichbarkeitsspiele

G,F)mitFcQ
Gewinnbedingung (fur SP. 0Qcdp) N F # 0



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Rot: Attr§(F)

Gelb: Attri(F)

GrunAttri(F)

Blau Attrg(F)

Attry(F) = {g € QI Sp. 0 kann die Partie ig i nachF bringen}

i>0
Attrd(F) = F

Attri(F) = Attry(F) U {q € Qol3(a. p) € E : p € Attry(F)}
ulge QulVpe Q: (a, p) € E — p € Attry(F)}

Es gilt: Attrg(F) < Attrg(F) < Attra(F) < --- < Attrg® (F)
Also bricht die Berechnung irgendwann ab.

Q
Attro(F) := U Attriy(F) = Attri(F)
i=0

Istq e Attro(F), dann istg € Attri(F) fir irgendeini.

Firg e Qp kann Sp 0 zu einer niedrigeren Attraktorstufe ziehen.
Firq e Q; mussSp 1 zu einer niedrigeren Attraktorstufe ziehen.
SomitAttrg(F) € W

Istqe Q\ Attro(F), so gilt fiirg € Q1 existiertpe Qmit (g, p) € Eundp € Q\ Attro(F)

flr q € Qp sind alle Nachfolger voig € Q \ Attro(F).

= Q\ Attro(F) c W,

Somit gilt Wp = Attro(F) undWy = Q \ Attr,(F)

Insbesondere gil) = Wy U W, (Erreichbarkeitsspiele sind determiert)

Satz 3.1: Zu einem Erreichbarkeitsspiel (G, F) kann man in Polynomzeit die Gewinnbereiche Wy, W,

und entsprechende Gewinnstrategien fur die beiden Spieler berechnen.

Die Strategie von Sp. 0 nennen wir Attraktorstrategie
Die Berechnung kann in Ze@®(|Q| + |E|) durchgefiihrt werden (Skript)



8 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

3.1.1 Spezielle Strategien / Strategieautomaten

Uniforme Strategien

Definition
Eine Strategief fur Spi ist eine uniforme Gewinnstrategie gdiveine Gewinnstrategie von jedegqre W,
aus ist.

Die Attraktorstrategie ist eine uniforme GewinnstrateieSp. O
Fur die Zugauswahl ist nur der aktuelle Knoten relevant.
Solche Strategien heil3en positional.

Positionale Strategien geniigen nicht

Inf(p) = {1, 2,3}

Formal istf positional gdwvq € Q;Ywy, wo € Q*: f(wy,q) = f(wo, Q)
Funktionf : Q; - Q

Kantenmengé(q; f(d)lq € Qi}

Frage: Reicht es sich die letzen n Knoten zu merken? (fur festes n)
Nein

Y ———

{1,4} Cc Inf(p) © 5€Inf(p)

Gewinnstrategie fur 0: Falls seit dem letzten Besuch voar4<hoten 1 besucht wurde, ziehe zu 5,
Sonst ziehe zu 3.

32323234323132313454323232343

Strategieautomaten

Ein "Strategieautomat” liest das bisherige Prafix deriBgdEingabealphabe&d)
Ist die Partie irg € Qg, so gibt die Ausgabefunktion des Automaten in Abhangigkan g und dem Zustand
des Automaten den nachsten Zug vor.

Definition (Strategieautomat fur Spieler 0)
“7{ = (S5 Q5 %5 O-a T)



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

S endliche Zustandsmenge (Speicher)
Q Eingabealphabet
S Anfangszustand (initialer Speicherzinhalt)

o:SxQ—S Transitionsfunktion (Aktualisierun des Speichers)
7:SXxQp— Q Ausgabefunktion (nachster Zug)

Definition
f4-Partie:

. 7(S1,q1) © . 7(S3, 03) W

20 (S0, o). O (S1, @), % (S, %), %3 (Ss. %), >

formale Definition vonf4: Erweiterung voru- auf Eingabefelder™ : Sx Q* —» S
o*(S,g) = Sundo*(swq) = o(oc*(s,W))
Dann istfg(wq) = 7(o" (S0, W), Q)

Definition (Formale Def. des Beispielautomaten:)
S =1{So,S1},Q=1{1,2,3,4,5}

S; fallsg=1
(S0, ) = { Lo

Sy sonst

Sy fallsg=5
(S1.9) = { o e

Si1 sonst
7(So,4) = 3, 7(S1,4) =5

Wiederholung: Attraktorkonstruktiorendliches Spiel:

e Haufen Streichholzer
e Spieler entfernen abwechselnd 1,2 oder 3 Streichhdlzer

o Wer das letzte Holzchen nimmt verliert.

(10,ich) (6,Ich) 2, Ich)
3 1 3 1 3 1
(13 E/eééll |cé9 Eré? lch—2—35 Er‘/2:3 | h\

(12,Ich) 8,Ich) (4,Ich

Nachtrag zu Strategieautomaten So undG definieren einen Produktgraph&m, G

Knoten:S x Q, Kanten §,9) — (o(s,q), p) mit (g, p) € E

14.11.0¢



10 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Beispiel: 7 definiert eine positionale Stra-
tegie ausS o, G

3.2 Wie kann man (systematisch) Strategieautomaten konstr uieren.

3.2.1 Spielreduktion

Am Bsp. von verallgemeinerten Erreichbarkeitsspielen-8&en)
Ein VE-Spiel hat die Form@G, (F1,...,Fy)) mitF; € Q
Spieler 0 gewinnp « Ocdp) N F; # 0 fur allei € {1,...,k}

Ziel Entwickle ein allgemeines Verfahren, dass zu gegebenenspEH Strategieautomaten fur Gewinn-
strategien der beiden Spieler berechnet.

10



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION 11

Allgemeine Vorgehensweise:

Schritt 1: Welcher Speicher wird benotigt?
DefiniereS, o und Sg
Fur VE-Spiele: Welché&; wurden bereits besucht?
S=2b-K=Pot(l,...,kl,ot,q) =SU{ie{l,....kllqge Fi},to # 0
Bsp.:t = {B},q= 3. Dann:c({B},3) = {B}U{R} = {B,R},t € S,d.ht C |{1,...,k}
Dies definierilG’ :=So, G
Fur VE-Spiele: Graph in dem mitprotokolliert wird, welciMengen bereits besucht wurden.

Schritt 2: Definiere eine "aquivalente” Gewinnbedingung @
Eine positionale Gewinnstrategie fur Spieler 0 entspritZnn einer Ausgabefunktion
Fur WE-Spiele: Erreiche Speicherinhéls . . ., k}
Wir haben VE-Spiele auf E-Spiele reduziert.

Satz 3.2: Seien (G, ¢) und (G, ¢’) Spiele mit (G, ¢) < (G, ¢’) (und Bezeichnungen wie in der Def.): Hat
flr go € Q Spieler 0 eine Gewinnstrategie f’ von (S, o) aus die positional ist, dann hat Spieler 0 von
(o aus (in G) eine Automatengewinnstrategie.

Beweis:

Definiere den Strategieautomaten fiir Sp.0 in G wie folgt:

A=(S5Q s.0,7)mit (s q) =, falls (s q) = (s, )

G'(s g — (s.q)

Zeige: A definiert Gewinnstrategie fiir Sp.0 in (G, ¢)

Sei Qo, g1, g2 eine fgPartie in G

Sei 5, s1, S die entsprechende Folge von Speicherinhalten, also S; + 1 = o(s, )

Nach Def. von G’ = S o, G ist dann (Sp, Qo)(S1, Q1) . .. eine Partie in G’
Nach Def . von 7 (anhand von f’) ist diese Partie sogar eine f’-Partie

Somit wird sie von Sp0 in G, ¢’) gewonnen
Also wird qo, g1, gz von Sp. 0 in (G, ¢) gewonnen und deshalb ist f4 eine Gewinnstrategie [

Entsprechendes gilt fpr Sp. 1

Korollar 1 Gilt (G, ¢) < (G',¢") und gewinnen beide Spieler auf ihnren GewinnbereichgrWy/ mit nicht
positioalen Strategien in Gdann kdnnen wir di eGewinnbereicheyWV; und entsprechende Automaten-
strategien in G berechnen.

11



12 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Fur zwei Klassen K und Kvon Spielen sagen wir, dass K-Spiele alf3fpiele reduzierbar sind, wenn
es eine allgemeine Konstruktion gibt, die zu jedem Sg@ep) aus K ein Spie(G’, ¢’) aus K liefert mit

(G.9) < (GC.¢)

Satz 3.3: VE-Spiele sind auf E-Spiele reduzierbar

3.3 Staiger-Wagner-Spiele

Definition

Klasse der Spiele, deren Gewinnbedingungen nur von denM@gogen abhangen. Ein SW-Spiel hat die
Form G, F) mit ¥ c 29

F={Fy....,FgmitF;cQ

Sp. 0 gewinnp genau dann, wenBcdp) € ¥ (alsoOcdp) = F; fur eini)

1 3
Beispiel:
F =1{{1,2,{23}}
F =123}

¥ listet die guterOccMengen fir Spieler 0 auf.

Bemerkung:
Ist Win € Q¥ mit Yp1,p2 € Q¥ - Ocdp1) = Ocdpz) — (01 € Win & p, € Win) so giibt es auch eine
SW-Bedingung die Win definiert.

Beweis:
Setze ¥ = {Ocdp)lp € WinjO

Ziel: berechne Gewinnbereiche und gewinnstrategien fur SWkSpi
Erinnerung zu Spielreduktion
Bild

3.3.1 Schwache Parit atsspiele

Ein schwaches Paritatsspiel hat die Fo@®nd) mit Prioritatsfunktionc: Q — {0,1,...,k} mitke N

Eine Partieo € Q“ induziert eine entsprechende Folge von Prioritatgn = c(o(0))c(o(1))... Spieler O
gewinntp gdw. maxOcdc(p))) ist gerade.

Beispielpartienp; = 04030502(d100)*

Cp1) =2231(00%

maxOcdp1)) = 3 ungerade, also wirdy von Spieler 1 gewonnen.

02 = 04070960809592(0100)“
clp2) =233431(00)

12



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION 13

Bemerkung: 2 qeF
E-Spiele sind spezielle schwache Paritatsspiele. Definiere Paritatsfunktion c(q) = {1 ¢ F
q
Satz 3.4: In schwachen Paritatspielen haben beide Spieler uniforme positionale Strategien auf ihren
Gewinnbereichen. Solche Strategien kénnen in Zeit O((k + 1)(1Q)) + |E|)) berechnet werden.

Beweis:

Per Induktion Gber k.

k = 0: Spieler 0 gewinnt jede Partie. Wahle beliebige Strategie.

k > 1 Hier nur der Fall k gerade. Anderer Fall analog mit Rollen von Sp. 0 und Sp.1 vertauscht.

Sei Cx = {g € Q|c(q) = k} Setze Ay = Attrg(ck)

Dann ist Ag # 0 (wenn Cy # 0) Sei Gx_1 der Graph, der durch das Loschen der Knoten in Ag entsteht.
Nach I.V. haben Sp. 0 und Sp. 1 auf ihren Gewinnbereichen up, U1 in Gx_1 uniforme positionale Stra-
tegien (und Gg_; ist als Komplement eines Attraktors wieder ein Spielgraphen)

Zeige: Wy = U1, Wo = Ug U Ay

Seien dazu g, g; die Strategien auf up und Uy in Gy_3.

Definition von f; ... f, := g1 Eine f;-Partie von U; aus kann Gi_; nicht verlassen. Da g; eine Geinn-
strategie fiir Sp. 1 auf Gy_1 ist, wird die Partie auch in G gewonnen. Definition von fq:

Auf Ug spiele gemaf go und auf Ax gemanR der Attraktorstrategie. (mit beliebiger Wahl auf Cy).
Dann bleibt eine fo-Partie entweder in Gx_; und wird von Sp. 0 gewonnen, da gg eine Gewinnstra-
tegie fur Sp. 0 in Gk_; ist, aber die Partie erreicht irgendwann Ay und somit auch Cy. Dann ist k die
grof3te vorkommede Prioritat und Sp. 0 gewinnt.

Eine Partieo” = (Ro, o)(R1, 1), ... IN G” = S o, G hat die Eigenschaft, dass dResich irgendwann nicht
mehr andern, d.h. ex.e NmitR; = R fur alle j > i und|Rj|2 falls ... , gewinnt Sp.@ genau dann wenn
Sp.0p gewinnt.

Reduktion liefert Strategieautomaten, deren grol3e eyimllen der Grol3e des Spielgraphen ist.

Satz 3.5: Es gibt eine Folge (G1, 1), (G2, F2), ... von SW-Spielen, sodass die Grofl3e von G, linear in n
ist und jeder Strategieautomat der eine Gewinnstrategie fur Sp. 0 auf seinen Gewinnbereich in (G, n)
realisiert, hat mindestend 2" Zusténde.

Beweis:

Ang. es gibt einen Strategieautomaten fuir Sp. 0 mit weniger als 2" Zustanden der eine Gewinnstra-
tegie ind (G, 1) realisiert. Dann exisitieren zwei Partiepréafixe wy, W, die von (o nach g fihren (mit
Wy # W») sodass der Strategieautomat 2 ist nach wy, w, im gleichen Zustand. Ab ¢ ist die weitere
fy-Partie eindeutig bestimmt. Somit verliert Sp. mindestens eine der beiden Partien und fy ist keine
Gewinnstrategie fur Sp. 0. O

3.4 Buchi-Spiele

Ein Buchi-Spiel hat die Forn@, F) mit F C Q. Spieler 0 gewinnt eine Partiegdw. Inf(o) N F # 0
Idee zur Losung von Buchi-Spielen:
Zwischenziel fur Sp. 0:

e Erreichef(Attro(F))

¢ In F angekommen, versuche wiederAtig(F) zu ziehen.

13
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14 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Berechne die Knoten aus, von denen Sp. 0 mindesten$Viederbesuche i garantieren kann. Diese
Menge nennen wiRecu'B(F) Dazu zunachst fiP € Q Nexp(P)={q € Qo/A(g,p) e Emit pe PJu{q e
QI¥(q, p) € E gilt p € P} (Alle Knoten bei denen wir im nachstens ZugRrianden).

SetzeAtt](F) = Nex(Attro(F))

DefiniereRecuf(F) = F
Recup(F) = FnAttri(F)
Rec}(F) = F n Attr{ (Recuf(F))

Im Beispiel:F = {3, 6,9}

Recuf(F) = (3,6,9}

Attro(F) = {3,4,5,6,7,8,9, 10}

Attr{(F) = {4,5,6,7,8,9,10}

Recup(F) = (6,9}

Attro(Recuf(F)) = {5,6,8,9, 10}

Attr{ (Recup(F)) = {5,8,9,10}

Recug(F) = {9}

Attro(Recug(F)) = {9, 10}

Attrg (recurg (F) = {9, 10}

Recup(F) = {9} Es giltF 2 Recuf(F) 2 Recug(F) 2 --- 2 Recuf '(F) = Recuf "*(F)
SetzeRecup(F) := Recuf '(F) = Nizo Recuf,(F)

Recu(F) ist die Menge der Knoten voR, von denen Sp. 0 unendlich viele Besuch&igarantieren kann.

Lemma In einem Bichi-Spiel@, F) gilt, Wy = Attrg(Recup(F)) und beide Spieler haben uniforme posi-
tionale Strategien auf ihrem Gewinnbereich.

Beweis:

Es gilt F n Attrg(Recup(F)) = Recup(F) also Recup(F) = F N Nexp(Attro(Recup(F))). Wenn die
Partie alsoin Recup(F) ist, dann kann Spieler 0 im nachsten Zug garantieren, dass die Partie in
Attro(Recup(F)

3.5 Muller und Parit atsspiele

Muller-Spiele sind von der Forn®( &) mit § € 29, alsod = {S1,..., S mitS; € Q
Sp. 0 gewinnp & Inf(p) € (e Inf(p) = S; fur eini)

14



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION 15

A 1
B 2
C 3
Beispi 3t 4

VX € {A5 Ba C’ D}’ y € {l’ 25 3’ 4}1 (X’ y)’ (y’ X) € E
Gewinnbedingung |Inf(o) N {A, B,C, D}| = maxXInf(o) N {1,2,3,4}
Hat einer der Spieler eine Gewinnstrategie? Wenn ja, welcher und mit wieviel Speicher?

3.5.1 Paritatsspiele

Parritatsspiele haben die Forfa, ) mit Prioritatsfunktionc: Q — {0, ..., k}
Sp. 0 gewinnp & maxInf(c(o))) gerade. Partig := (gg, 02, g5)“
maxInf(c(p))) = 3Wo = {1, 03, G4, A7, G} W1 = {02, Us, U6, Jo, G0}

Nachste Schritte:

¢ Positionale Determiniertheit von Paritatsspielen
e Reduktion von Muller-Spielen auf Paritatspielen
e Algorithmen zum L8sen von Paritatsspielen

e Anwendung der Paritatsspiele in der Theorie der Baumaatiem

Satz 3.6: In einem Paritatsspiel hat von jedem Knoten einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie.
Auf ihren Gewinnbereichen haben die beiden Spieler jeweils uniforme positionale Gewinnstrategien.

Beweis:

Notation: UPGS

Induktiv Gber die Anzahl der Prioritéaten

k = O: Spieler 0 gewinnt immer mit beliebiger Strategie. Sei P; die Menge der Knoten, von denen
Spieler 1 eine positionale Gewinnstrategie hat. Diese GS kann also UPGS f; gewahlt werden.
Setze Cy = {q € Q|c(q) = k}

Wir betrachten nur den Fall dass k gerade ist. Der andere Fall verlauft analog mit den Rollen der
Spieler vertauscht.

Zeige Q' := Q\ Py ist der Gewinnbereich von Sp. 0 (mit UPGS).

Wy P1

Wi

15



16 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Der durch Q" induzierte Teilgraph G'(Q’, E’) definiert ein Subspiel (G’,c’) mit ¢’ = ¢g
Begriindung:Q’ ist eine Falle fur Sp.1:

VgeQ:qeQ=3q.pcE:peQ

undge Q1 = VY(q,p) e E: pe @

1. Fall CkC Py
Dann kénnen wir die I.V. auf (G’, ¢’) anwenden. Diese liefert W, W] mit UPGS f(;, fl’. Es gilt
W] # 0, da Sp.1 von dort aus positional gewinnen kann indem er auf W nach f; spielt und
auf P1 nach f;
Spielt Sp. 0 auf Wy = Q" in G nach fJ, dann gewinnt er, da Q’ eine Falle fiir Sp.1 ist.
Somit ist Wo = W und Wy = P; mit UPGS.

2. Fall Cc ¢ Py
Setze A := Attro(Ck \ P1)
P1 Ck
QI

Setze Q" := Q" \ A. Danniist (G”,c¢”) mit G’ = (Q”,E”) und ¢ = c|o~ ein Subspiel

Wir kénnen die L.V. auf (G”, ¢”) anwenden und erhalten Wy, W] und UPGS fé’, fl”. Wie im
Fall 1 muss W;" # 0 gelten (nach Whal von P1)

Definiere nun fo auf Q" = W U A wie folgt.

o Auf W spiele gemaR f/’

e Auf A spiele gemalR der Attraktorstrategie, die Sp. 0 nach Cy \ P1 bringt

e Auf Cywahle beliebige Kante nach Q' (existiert, da Q' eine Falle ist fir Sp. 1)
Eine fj-Partie bleibt entweder schliesslich in W[ (dann gewinnt Sp. 0 nach I.V.) oder sie
besucht A unendlich oft und somit auch Ci In diesem Fall ist k die hochste Prioritat, die

unendlich oft auftritt. Da k gerade ist, gewinnt Sp. 0.
Somit ist fp eine UPGS auf Q’ aso gilt Wo = Q" und Wy = P,

O

Da es nur endlich viele positionale Strategien zu einenefe@raphen gibt, kann man im Prinzip alle diese
Strategien durchprobieren.

Lemma
Gegeben ein Paritéatsspiel (G, ¢), eine positionale Strategie f fir Sp. 0 und g € Q, kann man in Poly-
nomzeit entscheiden, ob f eine GS von g aus ist.

Beweis:
e Streiche aus G alle Kanten aus Qg x Q, die nicht von f benutzt werden.

e Berechne dann alle Knoten, die noch von g aus erreichbar sind. Streiche alle anderen Knoten.
Bezeichne diesen Graphen mit Gs = (Qg, E¢)

16



KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION 17

e Sp. 1 kann genau dann gegen f gewinnen wenn es in Gs noch einen Zykel gibt, dessen
hochste Prioritat ungerade ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine ungerade Prioritat m e {0, ..., k} gibt, so dass in G¢
eingeschrankt auf Qn = {q € Q|c(g) < m} eine starke Zusammenhangskomponente existiert
die nichttrivial ist (enhalt mindestens eine Kante) und einen Knoten der Prioritdt m enhtalten.

Da SCCs om Polynomzeit berchnen kann, kann der gesamte Test in Polynomzeit durchgefiihrt wer-
den

Satz 3.7: Das Problem: Gegeben Paritatsspiel (G, c) und Knoten g € Q
Frage: e Wy istin NPnco— NP

Beweis:

In NP: Rate pos. Strategie fur Sp. 0. Teste in Polynomzeit, ob dies eine GWS fiir Sp.0 vo g aus ist.
Komplementproblem: g ¢ Wp ? © g € Wy

Verfahre analog fur Sp. 1.

Ein Schwieriges Muller-Spiel: Spieler 0 hat eine GWS:

A A B C D A D C C Dy C Az --
\/ Fur X € {A, B,C, D} betrachte die

MengeS der Knoten in{A, B, C, D} die seit dem letzten Besuch véhgesehen wurden. Ziehe £l
Ist das eine GWS?

Betrachte die Folge der Knoten die von Sp. 1 gespielt wird:
jeder Knoten auf

] (| |
[ | [
ko k J

nur noch Knoten irR

SeiRdie Menge der Knoten die da-
bei unendlich oft auftreten S¢i> k und X der j-te Knoten.
Die Menge der Knoten die seit dem letzten Besuch Xagesehen wurden, ist eine Teilmenge Wn
SeiY € {A, B, C, D} der Knoten auf, dessen Besuch gram langsten zuriickliegt.
DaY € Rqgilt, ex. einl > j, sodass an Positionl besucht wird. Seit dem letzten Besuch vowerden dann
alle anderen Knoten augbesucht, als zieht Sp. 0 7y .
somit haben wir eine GWS fir Sp.0 gefunden.
Finde endliche Datenstruktur die die bendtigte Inforavafiir Sp. 0 zur Verfigung stellt.
Merke die Knoten in der Reihenfolge ihrer letzten Besuch®Rk latest appearance record)
Erweiterung dieser Idee fur die Reduktion von Muller- aafifatsspiele.
Zu Q sei die Mengd AR(Q) definiert alsSLAR(Q) = {q1,...,0nn = |Ql, ¢ # q; furi # j}
Weiterhin seir ar : LAR(Q) x Q — LAR(Q) definiert durchor ar((Q1...9n,9) = (% ... Gi-1Li+1 ... qn fUr
dasi mitg = q
oLAarR((CDAB),A) = ACDB
FOr (@1 ...0n),q) € LARQ) x Q sei die Tréfermengdqu, ..., q} fur dasi mitg = q

17
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18 KAPITEL 3. ERREICHBARKEITSSPIELE UND ATTRAKTORKONSTRUKION

Zu einer Partipp € Q“ und einem (beliebiegen, fest gewahlteg)e LAR(Q) ist die entsprechende LAR-
Partiep” € (LAR(Q) x Q)¢ definiert durchp(0) = (sp, p(0)) undp’ (i + 1) = oL ar(Si, p(i)), p(i + 1))
e— o —
=0'(i)
Lemma (LAR-Lemma)
Ist p € Q¥ und p’ die entsprechende LAR-Partie, dann ist die Treffermenge in p’ unendlich oft gleich
Inf(o) und von einer bestimmten Stelle an immer Teilmenge von Inf(p).

Beweis:

Wahle kg < k so dass p(j) € Inf(p) fur alle j > kg und {p(Ko) ...p(K)} = Inf(p)

Sei | > k Die Treffermenge von p’(j) = (Sk,0(])) enthélt genau die Zustande, die seit dem letzten
Besuch von p(j) besucht wurden. Nach Wahl von kg und k ist dies eine Teilmenge von Inf(p)

Sei g € Inf(p) der Zustand aus Inf(p) der in S; am weitesten rechts steht.

Da g € Inf(p) ex. eine Position | > j, an der q in p auftritt. Dann ist die Treffermenge von p’(1) gleich

Inf(p).0
Satz 3.8: Muller-Spiele kdnnen auf Paritatsspiele reduziert werden.

Beweis:
Sei (G, &) mit G = (Q, E) ein Muller-Spiel. Definiere die fiir die Reduktion benétigten Komponenten

e S=LARQ)
e Sy € LAR(Q) beliebig

® 0 =0LAR

In G’ = S o, G sind die Partien die LAR-Partien zu Partien in G.
IF|-2 fallsF e &
IFl-2-1 fallsF /[&
Sei p € Q¥ eine Partie in G und p’ die entsprechende LAR-Partie in G’.

Die hdchste Prioritat, die in p” auftritt ist nach dem LAR-Lemma anhand von Ind(p) definiert, namlich
2|Inf(p)| falls Inf(p) € & und 2|Inf(p)| — 1 sonst.

Somit gewinnt Sp.0. p gdw. er p’ gewinnt. O

Definiere also c(s, Q) = { mit F= Treffermenge von (s, Q).

Mit dem Satz Uber Spielreduktionen folgt:

Satz 3.9: In Muller-Spielen kann man die Gewinnbereiche der beiden Spieler berechnen und entspre-
chende Automatenstrategien konstruieren.

Die reduktion liefert zu einem Muller-SpieG({ §) mit n Zustanden Strategieauomaten miZustanden.
Dies kann nicht verbessert werden (asymptotisch), unteva®ussetzung, dass die Konstruktion v@&h
in der Reduktion nur vom Graphé&habhangt.

Folie: Ein Schwieriges Muller-Spiel Sei dagi” = (Q™,EM) mit Q™ ={-1,...,-n,1,...,n}

QW =(-1,...,-n)

QW =q1,...,n

E® = QI x Q) u (QM x Q1) und es seF € ™ ¢ g, fallsF N {-1,...,-n} = maxF n{1,...,n)

Satz 3.10: In den Muller-Spielen (G, M) hat Sp.0 eine Gewinnstrategie und jeder Automat der eine
GWS fir SP. 0. reailisert hat n! Zustande

Beweis:

Induktiv Gber n:

n=1:v

n > 1 Skript!

(n)

18



4 Baumautomaten

4.1 Hintergr Ginde

Erweiterte Sprachtheorie,

endliche Worter unendliche Worter

endliche Baume unendliche Baume

Losung logischer Entscheidungsprobleme (Rabin 1969).

Baume zur Systembeschreibung, zur Beschreibung desli@rhaon Systemen.
Im Folgenden:

e Baume, Baumsprachen

o Automaten fUr unendliche Baume

4.2 Baume und Baumsprachen

Hier: Binare Baume, alle Pfade unendlich. beschriftungen arka®ten Uber endlichem AlphabEt

Knoten: Name+ Beschriftung

Name: endliches Wort Uibef0, 1} Linksabzweigung: 0 anhangen
Rechtsabzweigung: 1 anhangen

Durch diese Konvention: Knoten und Kantenrelation fedtsge
Zur Angabe eines Baumes genuigt die Angabe der Beschriftung
Ein X-Beschrifteter Baunist eine Abbildungr : {0, 1}x —» X

In obigem Beispiel:

tle) = a

t(01)=b

19



20 KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN

Beispiel:

Nach erster Linksabzweigung ein b sonst nur a
b fallsu=1"0firn>0

t(n) =

a sonst

4.3 Begriffe und Notationen

Ts Menge allerz-beschrifteten Baume

Baumspracherl C Ty

Ein Pfadr ist eine (unendliche) Folgguyu, ... mit ug = e undUj,1 = u;0 oderu;;1 = yil

Istt ein Baum undr ein Pfad, dann idt; = t(ug)t(uy)t(up) ... flr 7 = uguiuy

Ein Pfadr entspricht einem unendlichen Wort Gl4€r1} z.B. entspricht (01) dem Pfad, der abwechselnd
link und rechts verzweigi 0 01 010 0101 . .. Fur obigen Beispielbaum und 1101 ist t,, = aaab&’

Beispiel:
eine Baumsprache:
Ty = {t € Tap|3 Pfad 7 mit t,; enthalt unendlich viele b }

4.4 Baumautomaten

Idee: Lauf ist eine Beschriftung des Eingabebaums mitahsti.
Transitionen
Automat in Zustandj, Knoten mita beschriftet. Transistiong(a, gi1, gp)

4.4.1 Definition
A=(Q,Z,do, A, AcO

e Q: endliche Zustandsmenge

e X: Beschriftungsalphabet

20



KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN 21

e (o € Q Anfangszustand
e AC QxZXxQxQ: Transitionsrelation

e Acc: Akzeptanzkomponente (beschreibt unendliche Zustatgen)

Ein Laufp von A auf dem Beunt ist eine Abbildung : {0,1} — Q, also ein Baum au$g, mit

e p(e) = o
o Furalleu € {0, 1)* gilt : (o(u), t(u). p(u0). p(ul)) € A
Beispiel:

Zustande: o, 01
Transitionen: (0o, &, go, 01)
(9o, &, 01, 01)

(91, b, g0, o)
(91, b, 01, o)

Anfangsstiick eines Baums:

Anfangsstlick eines Laufs

Auf einem Baum der mit beginnt kann man mit obigen Transitionen keinen giiltigen
Lauf bilden.

21



22 KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN

Zur Akzeptanzkomponente: Beschreibt unendliche Zustandsfolgen, wie z.B. Buchilléfwder Paritats-
bedingungen.

ein Laufp ist akzeptierend, wenn fir jeden Pfadjilt: p|, erfullt die Akzeptierbedingunge (Buchi, Muller,
ol

Die von A akzeptierte Sprache i$t(A) = {t € Tx| es gibt einen akzpetierenden Lauf wahauft}

Beispiel:

Bichi-BA A = (Q,X, qo, A, F) fur T1

Idee: Rate den Pfad n, auf dem unendlich viele b vorkommen.
Auf diesem Pfad: fir jedes b gehe in Zustand ¢, € F

Rest des Baumes beschriftet mit g

Formal: Q = {GQa, Ob, 0+ }, F = {Gb. O+ }
(o = Ja und Transitionen

o b

Fur einen Lauf p von A auf t gilt dass genau ein Pfad nur mit g, und gy beschriftet ist. Auf allen anderen
Pfaden steht schlielich nur noch g, Auf diesem Pfad kommt genau dann unendlich of g, vor, wenn in
t auf diesem Pfad unendliche oft b vorkommt. Somit gilt T(A) = T4

Furxe{ab

Beispiel:
Muller-BA:
T1 = {t € Tjap|V Pfade n.t;; enthélt nur endlich viele b}

Q = {qa, Qb}, qO = qa,?- = {{Qa}}
Transitionen:

Pfad hochstens 1 mal.

Im Baum kommen unendlich viele b vor , aber auf jedem

Lemma _
Die Sprache Ty kann nicht durch einen Blchi-BA akzeptiert werden.

Satz 4.1: Die Klasse der Bichi-erkennbaren Baumsprachen ist nicht unter Komplement abgeschlos-
sen.

16.01.06
t:{0,1}x - X

22



KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN 23

{a,q}

o]
eQxExQxQ

Blichi-Baumautomaten (BBA)
Muler-Baumautomaten (MBA)
Paritats-Baumautomaten (PBA)

07)

Lemma
Die Sprache: T = {t € Tia)|V Pfade « : t; enthallt nur endlich viele b } ist nicht BBA-erkennbar:

Beweis:
Angenommen, der BBA A = (Q, X, qo, A, F) akzeptiert T.
Generelle Vorgehensweise:

(i) Betrachte einen bestimmten Baumt € T un einen akzeptierenden Lauf p

A
/ \q €F

(iii)y Erhalte duch Iteration das Stlicks zwischen den beiden Endzustanden einen Baum t’ und einen
entsprechenden Lauf p’. t” ist nicht in T, wird aber von A akzeptiert.

(i) Zeige dass int und p folgendes vorkommt.

b falsae (1,0 .
() Zun e N definiere den Baum t,, € T durch: ty(u) = { . ( ) Ein b jeweils nach
asons
den ersten n Linksabzweigungen
Setzen:=|F|+1undt:=t,
Sei p ein akz. Lauf auf t.
(i) Gehe nach rechts bis ein Endzustand in p auftritt, und dann nach links usw. D.h. wahle i, ...,in >
0 mit
p(lt=qreF

p(11012 =qp e F

p(1102720. .. 1101 = Qper

Da n = |F| + 1, existieren j < kmit gj = gk Setze uj; = 11101%20... 11 und v, = 1101%20. .. 1k,
Zwischen u;j und ux kommt in t mindestens ein b vor.

(iii) Erhalte t" aus t und p” aus p durch Iteration des Stiicks zwischen u;j und ux. Dann ist p’ ein
akzeptierender Laus auf t’. Aber t’ ¢ T. Widerspruch O

23



24 KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN

Folgerung: Die Klasse der BBA erkennbaren Spraachen ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

4.5 Muller- und Parit atsbaumautomaten

Satz 4.2: 1. Zujedem PBA ex. ein aquivalenter MBA
2. Zu jedem MBA ex. ein aquivalenter PBA

Beweis:

Zuc:Q—{0,...,k} definiere ¥ = {p € QImaxc(q)|q € S} gerade

Zu 2. LAR-Konstrukution wie bei Spiuelreduktion von Muller- auf Paritatsspiele.
Zustande: LAR(Q) x Q

Transitionsfunktion entsprechend o ar

Prioritatsfunktion wie in Spiel-reduktion. O

Lemma
Zu zwei PBAs A1, Ao kann man einen PBA fir die Sprache T (A1) U T(Ay) konstruieren.

Beweis:
Vereinige Zustands und Transitionsmengen und fige neuen Anfangszustand hinzu. cmitgg, = ciundgg, =
cod

Nachstes Ziel:  Komplementabschluss von PBA's

VorgehensweiseStelle das Akzeptieref®4 dar, sodass Sp. O eine Gewinnstrategie hat, vieron A
akzeptiert wird. Der Komplementautomat testet, ob Sp. & &awinnstrategie hat.
SeiA = (Q,%,qo, A, C) ein PBA untt € Ty

A akz.t I Laufp ¥V Pfadrn : p), erfullt Paritatsbedingung3(Sp.0,v Sp. 1)

Sp. 0= Automat

Sp. 1= Pfadsucher

Idee: Bild fehlt

Das SpielG#t = (V,E) mitV = Vo U Vg

Vo = {(w, t(w), g)iw € {0, 1}*,q € Q}

V1 = {(w, t(w), (a, t(w), gu. 02))}

E= {((W’ t(W)’ q)’ (W’ E(AW)’ O, Q2))} U {((W’ t(W)’ (q’ t(W)’ 1, qZ))’ (Wi s t(WI)’ Qi+1))}
i €{0L1}

Prioritatsfunktion:C 4 :((w, t(w), )) = c(q)

Cat(v) = Ofuralleve V;

Lemma
Automat hat eine Gewinnstrategie in (G, C#.t) mit Anfangsknoten (e, t(¢)go) genau dann, wennt e T4

Beweis:
Sei p ein akz. Lauf von A auf t. Definiere die Gewinnstrategie wie folgt:

Automat stellt sicher, dass nur Knoten der Form (w, t(w), o(w)) vorkommen. Automat wahlt (w, t(w), (o(W), t(W), o(
Eine solche Partie entspricht einem Pfad durch p. Da p akzpetierend ist, gewinnt Automat. Ist f eine
Gewinnstrategie fur Automat, definiere p induktiv wie folgt: p(g) = qo

p(WO) = ay, falls f(w, t(w), p(w)) = (w, t(w), (o(w), t(w), g1, 02)

p(W1) = g, falls f(w, t((w), p(w)) = (w, t(w), (o(w), t(w), g1, G2)

Dann entspricht jeder Pfad durch p einer f-Partie. Somit ist p akzeptierend (.

24



KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN 25

23.01.06

Folgerung: Pfadsucher hat eine PG®in; © t ¢ T(A)

Idee: Konstruiere PBA, der testet ob Pfadsucher eine PG&p hat.

Dazu: Hilfsinformationen an den Knoten von t.

SeienX, I" Alphabete und € Ty, s€ Tr. Der Baumt™s € Ty r ist definiert durcht”s(w) = (t(w), s(w)).
Die Z-Projektion vont”sist der Baunt

ISt T C Tyur, dannistprojs(T) = {t € Tx|dse Trt'se T|

Lemma (Projektionslemma)
Fir ein PBA A mit T(A) C Tyxr kann man einen PBA 8 mit T(8B) = projs(T (A)).

Beweis:
Erhalte 8 aus A wie folgt: ersetze jede Transition (g, (a, &), g1, 02) aus A durch (g, a, 1, g2)

Wir benutzen das HilfsalphabEt= Menge der Abbildungeh: A — {0, 1}
Ein Baums € Tr kodiert eine Strategiés fur Pfadsucher i1 # 1
Sei dazuw € {0, 1}* undh = s(w).

(WO, t(w0)qs)

y 0
Furh((g,a q1, o)) = 1 setzefg(w, t(w), (0, & q1, Q) = (WL tw1), o) falls t(w) = a Umgekehrt kann

jede PGS fur Pfadsucher durch einen Basimm T kodiert werdenZiel: Konstruiere PBA, der die Baume
t"s akzeptiert, fur diefs eine Gewinnstrategie 1B 4 1 ist.

Dazu konstruieren wir zunachst einen Wortautomaten, dgleeihzelne Pfade testet, ob die Strategie auf
diesen Pfaden ok ist. Wir betrachten zu einem Rf&d{0, 1}* alle Transitionsfolgen die diesen Pfad gene-
rieren, wenn wir die Strategig auf diese Transitionsfolgen anwenden.

Seir €{0,1}¢,te Ts,s€ Tr.

Das Wortr't,"s,; ist von der FormXo, ag, ho)(X1, a1, hy) ... mit x; € {0,1}, 8 € X, h € T

Eine Folgero, 71,72+ € A mit 7j = (g, by, o°, g') heit kompatibel mit, t,, und s, falls

1. g = b
2. hi(7i) = %
3. G1=G

fur allei > 0

Die Transitionsfolge heil3t gut, faltpg:1qy . . . die Paritatsbedingung vaA nicht erfullt.

Lemma: Pfadsucher gewinnt mifs genau dann, wenn fir alle Pfaaeqilt: alls Transitionsfolgen, die
kompatibel sind mitr, t;, S, auch gut sind.

Lemma

Wir kénnen einen nichtdet. Muller-Wortautomaten A; konstruieren der alle Worte der Form 7o’ €
(10,1} x ¥ x I')* akzeptiert, wenn es eine Transitionsfolge gibt, die kompatibel mit 7, @, 8 ist und nicht
gut.

Beweis:
Aj rat die Traistionsfolge nichtdet., verifiziert, ob sie kompatibel ist (nur lokale Bedingungen) und
testet mit seiner Akzeptierbedingung ob die Folge nicht gut ist.

Lemma
Es gibt einen det. Muller-Wortautomaten Ay, der allle Worter der Form n"a’8 (wie oben) akzeptiert fur
die jeden kompatible Transitionsfolge gut ist.
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26 KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN

Beweis:
Determinisiere und komplementiere ‘Az (siehe VL von Prof. Thomas)

Lemma
Es gibt einen det. MBA, der alle Baume der Formm t A s € Tsyr akzeptiert, fur die fs eine GS in G4
fur Pfadsucher ist.

Beweis:
Wende A, auf alle Pfade an (vgl. Blatt 11, Aufgabe 21).

Satz 4.3: Zu einem PBA A kann man einen PBA A konstruieren mit T(?T) =T \ T(A)

Beweis:
Wende Projektionslemme auf A3 an und wandle diesen MBA in einen PBA um

4.6 MSO-Logik Utber dem unendlichen Bin arbaum (S2S)

Erinnerung: (AiW) S1S: 1 Nachfolger - S2S: 2 Nachfolger

Beispiel:

root(xX) = =3y(So(y, X) v Sa(y. X))

X y: x ist Prafix von y

YX[(ye XAVz[(Z0e XV zZ1 € X) — t € X]) — x € X] (X ist unter Vorgéngern abgeschlossen).
chain(x): Die Knoten in X sind linear geordnet VX, y[(x € XAy e X) —» (XCYyV YL X)]
Path(X) : Chain(x) A =3Y[ChaiY) AXCYAY #Y]

XCY:V¥X(xe X —> xeY)

X=Y:XcYAYCX

SingX) : Ax(x € X AVy(y € X — X =Y)) Wenn wir C und Singals atomare Formeln erlauben, dann
koénnen wir erste Stufe Variablen durch Mengen Kodieren:

XeY~ SIingX)AXCY

X=Y~ SingdX)ASingY)AX =Y

Atomare FormelnSy(X, Y) undS1(X, Y) bedeuterX = {x}, Y = {y} und S1(X, y) bzw. S1(X,y)

Iste(Xy, ..., Xy) eine Formel mit n freien Mengenvariablen, wird diese ireairerweiterten Modet(T,, Py ... Py)
mit P; € {0, 1}* interpretiert.

Wir schreibent £ ¢(Xy, ..., X,) falls ¢ in T, gibt, wobei diex; jeweils durchP; interpretiert werden. Das
Modell t entspricht einem Baurne Tg 10 mit t(n) = (Cq,...,Cy) Mitci =1 o we P

30.1.06 Die durche(X, . .., Xn) definiere Baumsprache i$(¢) = {t € Tjgiplt E ¢}

S1S aquivalent zu Buchi-Automaten:Sprache ubef0, 1}": L S1S-def.bars L ist Buchi-erkennbarPlan:
Ubertrage diese Ergebnisse auf S2S
Ziel: Aquivalenz von S2S und Paritatsbaumautomaten.

4.6.1 Binarbaum als relationale Struktur

T, = ({0, 1}*, Sp, S1) mit Sp(u, v) fur v =u0 undS;(u, V) fur v = ul
Formeln

e Variablenx,y,... (interpretiert durch Knoten)
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KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN 27

VariablenX, Y, ... (interpretiert durch Mengen von Knoten)

Atomare Formelrx € X, Sp(X,¥), S1(X, y), X =y

Boolesche Kombinationenp, ¢ V i, ...

QuantorerdXx(¢(X)), AX(¢(X))
Schreibweisen

e Ubliche Abkiirzung fiir Boolesche Junktoren und

e Direktes Anhangen von/0-Folgen an Variablen, z.B0 € X fUr A(Sp(x,y) Ay € X)

Definierte Formelnroot(x), x C y, Path(X)

o(Xy, ..., Xp) freie MengenvariabléXy, . . ., Xp erw. Strukturt = (T2, Py, ..., Pp), Pi € {0, 1}
Label vonn, bj =1 & ue P

T(p) = {te Tioaplt £ @(X1, ..., Xn)}

Von PBA zu S2S

Sei PBAA = (Q, {0, 1}*, g1, A,¢) mit Q = {01, ..., Om}

Laufp : {0,1}* - Q

Laufp ist akzeptierend, falls fur alle Pfades {0, 1} : p, erfullt die Paritatsbedingung, dimaxInf(c(o)))
ist gerade

A akzpetiert Baunt € Ty 1- gdw. es ex. ein akzeptierender Lauf v@hauft.

Kodiere akz. Lauf durch Mengenvaf ... Yn

Lemma
Zu jedem PBA A mit T(A) C Tio1 existiert eine S2S-Formel ¢ #(X1, ..., Xn) mit T(pz = T(A)

SeiA = (Q,{0,1}",qz, A, c) ein PBAmIitQ = {gz,...,qm} undc: Q — {0, ..., Kk}
S2S-Formel PartitionYy, ..., Ym) ~ Y1... Yy bilden eine Partition voko, 1}*
VYX(V{ X €Y A Ajjeqr..mizj 7(X € Yi A X€Y])))

-xe X; fallsby=0 -Xxe X, fallsb,=0
Fira= (by,...,bn) € {0, 1)" sei “x € X," eine Abkiirzung fur X€A TIShL =1 AJ7XE A TalShn
X e X1 fallsb; =1 X € X fallsb, =1

SeiZ ein Pfad (‘Path(Z2)"), 0 < | <k

S2S-Formel Paritgz) ~ die gro3te unendl. oft gesehene Prioritat Aust .

Paritaf(2) = Vx[x €Z > AYXEYAXFYAYEZVjgq=Y € Y,-)] “unendlich oft Prioritat”
AIX[XEZAVY(XEYAYEZ = Vg Viga-r Y € Y))] “nur endlich of hohere Prioritaten I””

Definierep #(X, ..., Xn) == AY1... AYy( Partition(Y, . .., Ym) AIX(root(X) AX € Yl)/\vz(\/(qi,a,qjl,queA Ze

YiAnZe XagANZ0D € Yj1 AZLE€ Yj2))A
vZ( Path(Z) — \/Oslsk,lgerade Paritai(Z) )
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von S2S zu PBA

Lemma
Sei ¢(X1, ..., Xn) eine S2S Formel. Dann existiert ein PBA A, tUber {0, 1}" so dass T(A,) = T(g).
O.E. sei ¢ eine S2Sp-Formel, d,h.

e Quantifierzierung nur tiber Mengenvar.
e Atomare Formeln:

— SingX) ~ X ist Eine Menge
- XCcY

— So(X,Y) ~ implizit: X und Y sind Einermengen
X ={x","Y = ly}” und Sp(x,y)

— S1(X,Y) analog

Bemerkung:
S2S und S2Sg haben gleiche Ausdrucksstarke.

Bew des Lemma Uber Induktionnach Formelaufbau.

Beweis:
Ind-Anfang: SingX) Sei PBA A = ({0+, o), {0, 1}, g4, A, €)
(q+5 Oa q+a QO), (q+5 Oa qO; q+)5 (q+5 la qO; qO)a (qO; Oa qO; qO)

X € Y O.E. Beschriftungen (E;): i(( [by = 1 gdw. entspr. Knoten in X]
PBA A = ({go}. {0, )%, 6o, A, €), A : ¢(qp) = O

X
Y

PBA A = ({g+, o, a1, {0, 1)%, G4, A, €), A & ©(do) = 2,¢(q4) = () = 1 Induktionsschritt: Fir , 1, ¢2
seien bereits aquivalente PBAs Ay, A,,, A,, gegeben.

So(X, Y): O.E. Beschriftungen (E;)N

1o =@1(Xe,..., Xn) V @a(Xg,..., Xn) : Ay vy Automat ist Vereinigungsautomat von A, und
ﬂkpz

2. o(Xg,...,Xn) = W(Xy,..., Xy A, ist Komplementautomat zu A, (geht nicht mit BBA)

3. o(Xg, ..., Xn) = W(Xq, ..., Xy A, gemal’ Projektionslemma

Zusammen:

Satz 4.4: Eine Baumsprache T C Tgqn ist genau dann S2S-definierbar falls sie PBA-erkennbar ist.

6.02.06 Anwendung: “Rabin Baum-Theorem”: das Erfullbarkeitsproblem fiirSS8t entscheidbar

Anwendung: Erfullbarkeitstest fur S2S-Formeln
Das Erfullbarkeitsproblem: Gegeben: S2S-Forg(&, . .., Xn)
Frage: Hatp ein Modell (istT(¢) # 0) Ansatz: Konstruiere den PBA, und teste, o (A,) # 0
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4.6.2 Leerheitstestf Ur PBA’s

Erinnerung: Fur festeg kann die Frage € T(A) auf ein Spiel G4, Cat) reduziert werden. InG)
konstruiert der Automat einen akzeptierenden Lauftauf

In dem SpielG4, das wir angeben werden, konstruiert der Automat gleitigzeinen Lauf und einen
Eingabe-baum. Wir benotigen daflr im Spielgraphen niolehr explizit die Baumknoten. Die aktuelle
Position im Baum wird durch den bisherigen Spielverlaufedem.

SeiA ein PBA mit Prioritatsfunktiorc. Das Paritatsspiel3 4, c#) ist definiert wie folgt:G4 = (V, E) mit
V=QUAVp=Q,Vi=A

E = {(a, (9. & 01, 92)), (0 & 01, G2), 1), (G &, 1, G2), A2)I(C: @, A1, O2) € A} ca(q) = c(q) fur alleq e Q

ca(r) =0flraller € A

Beispiel:

Akzeptierte Sprache

e Linker Pfad: nur a

e \Vom linken Pfad immer wieder Abzweigungen nach rechts, die Schlie3lich zu einem b fiihren
Satz 4.5: Der Spieler Automat hat in (G4, C#) eine Gewinnstrategie gdw. T(A) # 0 gilt.

Beweis:
Wie fir das Spiel (Gat, Cat)

Folgerung: Das Leerheitsproblem fur PBA's ist entscheidbar.

Beweis:
Konstruiere zu PBA A das Spiel (G4, C#) und I6se dies. O

Folgerung: Das Erfullbarkeitsproblem fur S2S ist entscheidbar.

Beweis:
Konstruiere zu ¢(Xg, . .., Xn) den Automaten A, und lose das Leerheitsproblem fiir diesen O

Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variabl&wrlgerung: Die Theorie S2S (Menge der wahren S2S Satze)
ist entscheidbar
Beweis:
Ein Satz definiert {0, 1}%-beschriftete Baume. {0, 1}° ist eine einelementige Menge. Der &quivalen-
te PBA hat also nur einen Eingabebaum. Ob dieser akzeptiert wird, kann mit dem Leerheitstest
Uberpruft werden.

4.7 Regulare Baume

Entsprechung zu schlief3lich periodischen Wortarh
Als Abrollung eines endlichen Graphen, z.B. &bb(cab)®

Erweiterung fur Binare Baume:

29
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S
o

b [ N
a/a\/a\

a/ \b

/

Beispiel:

Ein baum heil3t regular, wenn er der Abrollung eines endhcGraphen mit fogenden Eigenschaften ent-
spricht:

e Es gibt einen Anfangsknoten, bei dem die Abrollung beginnt
e Die Knoten sind mi& beschriftet

e Jeder Knoten hat genau zwei ausgehende Kanten, eine mi 8ndere mit 1 beschriftet.

Aus einer pos. Gewinstrategie fur Automat @, C4) kann man einen regularen Baum dysA) konstru-
ieren.

Seif eine pos. Gewinnstrategie 6§, C4) fur Automat. Der regulare Baum ih(A) entspricht der Abrol-
lung des folgenden Graphen:

Die Knoten des Graphen sind die Paagef(q)) fur alleg e Q

(@ (6.2 01. @) . (G
1

Kanten:
Beschriftung vond, (g, &, 1, g2)) ist a.

30



KAPITEL 4. BAUMAUTOMATEN 31

Satz 4.6: Jede nicht leere Baumsprache die durch einen PBA akzeptiert werden kann, enthdlt einen
regularen Baum.

Folgerung: Zu jeder erfullbaren S2S-Formel kann man einen endlicrstdllbares Modell konstruieren.
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