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1 Alphabete, W orter und Sprachen

1.1 Alphabete, W orter und Sprachen

Definition (Alphabet)
Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Symbolen

Beispiel:
e {4...,7
e {0,1}
e ASCII

Was ist ein Wort, was ist eine Sprache?
Informelle Antwort:

1. Ein Wort ist eine Aneinanderkettung von Symbolen.

2. Eine Sprache ist eine Menge von Waortern.

Beispiele:
01,101001e sind Worter tber dem Alphabet {0, 1}.

Definition (Halbgruppe)
Eine Halbgruppe (H, o) besteht aus einer Menge H und einer assoziativen Operationo : H x H — H.

Definition (Monoid)
Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit einem neutralen Element

Es sei M, o) ein Monoid undg € M.
E ist ein Erzeugendensystenvon (M, o), falls jedesm € M alsm = e; o --- o &, mit € E dargestellt
werden kdnnen.
Beispiele:
e (Z,+) ist ein Monoid

e {—1, 1} ist ein Erzeugendensystem
Frage: Is{—16, 13, 12} ein Erzeugendensystem fi, ¢)?

Ein Erzeugendensystemnfir ein Monoid(M, o) istfrei, falls jedesam € M auf nur eine Art alsn = g o- - -og,
mit g € E dargestellt werden kann.



6 KAPITEL 1. ALPHABETE, WORTER UND SPRACHEN

Beispiele:
(Z,+) ist von {-1, 1} nicht frei erzeugt. (2=1+1=1+1+(-1)+ 1)
(Nop, +) ist von {1} frei erzeugt.

-1
0=>1 [: D an= o]
i€ i=0

Satz 1.1: Es sei X ein Alphabet. Dann ist das von X frei erzeugte Monoid bis auf Isomorphismus ein-
deutig.

Zwei Monoide M1, -) und (Mo, o) sind isomorph, falls es eine Abbilduig M; — M, gibt mit

1. hist bijektiv

2. hist ein Homomorphismus d.h(u - v) = h(u) o h(v) fur alleu,v € M

Beweis:

Es seien (M4, -) und (M2, o) zwei von X frei erzeugte Monoide.

Wir definieren eine Abbildung h : M; — M, auf folgende Weise: h(w) = h(wy -...-Wy) =Wpo...oW,
wobei w; € X ist.

Behauptung: hist ein Isomorphismus.

Wir zeigen zuerst, dass h bijektiv ist.

Definiere g : M2 — Mj vermdge

gV) =vi-...-Vywobeiv=vio...oVymity, € X

g(h(w)) = g(h(wy - ... - W)
= g(wpo...oWy)
= Wi-...-Wh=W

Nun ist ausserdem:

h(u-v) = h(Uup ... Uy Vi ... V)
= Uo...oUyoVio...0Vp
= (upo...ouy)o(Vio...0Vp)
= h(u) o h(v)
Definition
Es sei X ein Alphabet. Dann ist (X*, -) das von X frei erzeugte Monoid.
Die Elemente von £* nennen wir Woérter (Uber X).

Falls L € ¥*, dann nennen wir L eine Sprache (Uber X)
Das neutrale Element von (X*, -) nennen wir .

Satz 1.2: Es seien X und I' Alphabete.
Jede Abbildung £ — I'* I&sst sich eindeutig auf einen Homomorphismus £* — I'* erweitern.

Beweis:
Es sei h: X* — I'* ein Homomorphismus.
Dann ist

h(w) h(wy ... wp) mitw; € X

h(ws) . .. h(wy) weil h homomorph.
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Beispiel:
z={ab}

h(a =b

h(b) = ab

h(abbg = bababb

Definition
Die Lange |w| eines Wortes w e X* ist nfallsw =wy ... Wy mitw; €

Definition
Es seien L1, Ly C X* Sprachen Uber X.
Dannist L1Ly := {uMu € L1,V € Lo}
Definition
Falls L € X*, dann ist

o LV:={g)

o L1:=L

o L":=LL"furn>1

L* ::UL”

n>0

L* wird die Kleenesche H llle genannt.

ort=1rr*

L+:UL”:LL*

n>1

Beispiele

5. (a+b)* = (@'b*)*
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1.2 Regul are Ausdr tcke

Ein regularer Ausdruck ist eine kurze, pragnante Schreike fur "einfache” Sprachen. Regulare Ausdriicke
eignen sich besonders fur ElAusgabe.

Wir definieren regulare Ausdriicke Ukinduktiv:

Es seiX ein Alphabet.

. 0 ist ein regularer Ausdruck.

. g ist ein regularer Ausdruck

. aist ein regularer Ausdruck fiae

. rsist ein regularer Ausdruck, falls s regulare Ausdriicke sind.

. I + sist ein regularer Ausdruck, falls sregulare Ausdriicke sind.

oo 00 B~ W N P

. r*ist ein regularer Ausdruck, fallsein regularer Ausdruck ist.
Wir ordnen jedem regularen Ausdrucleine Spraché&(r) zu.

1. L) =0
2. L(¢) = (&}

3. L@ =1{a

4. L(rs) = L(r)L(s)

5. L(r+9) =L(r) vL(9
6. L(r*) = L(n)*

Beispiele:
1. (A+---+Z+a+---+2" (O+0tto(A+---+Z+a+---+2"*

2. 0*(10°*1)*0"
Worter Uber {0, 1} mit gerader Anzahl von 1en (der Stern in der Klammer bezieht sich nur auf die
Null (bindet starker))
= 0*(10°10")*

3. 1°0*
Worter, die nicht 01 als Unterwort enthalten

4. (0+ 11+ (10(1+ 00)01) Binarzahlen, die durch 3 teilbar sind.
19.04.05

Satz 1.3: Esseien A,B,CCX*
A(BC) = (AB)C

{e]A=Ale} = A

A(BUC) = ABUAC
(AuB)C=ACuUBC

A" ={e}UA"
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Definition (regul are Sprache)
Eine Sprache L C X* ist regul ar, falls es einen regularen Ausdruck r iber ¥ gibt mit L(r) = L.
Die Klasse der regularen Sprachen besteht aus allen reguléaren Sprachen tber allen Alphabeten.

Satz 1.4: Regulare Sprachen sind unter Vereinigung, Konkatenation, Kleene'scher Hiille und Homo-
morphismen abgeschlossen.
Das heil3t: Falls A, B regulér sind, dann auch:

e AUB
e AB
o A*

e h(A) fir Homomorphismus h: ¥* — T™*

Beweis:
A, B regular
= A= L(I’A), B = L(I’B)

AUB = L(rA + rB)
AB = L(rArB)
A = L(ra)

Nun zu h:

1L.ra=0=A=0= h(A) =0 (klar)

2. ra=¢e¢= A={e} = h(A) = {&} (klar)
.ra=zaeX=A={a = h(A) ={by,...,bn}
4

. ra=rg+rc = h(A) = h(B) U h(C)
I.V. = h(B), h(C) regular

Abschluss unter Schnitt lasst sich so nicht beweisen.

Fragestellungen:

1. Wortproblem:
Eingabe: regulare Sprache Wort w.
Fragew e L?

2. Sprachequivalenz
Eingabe: regulare Sprachén, L,
Frage:L1 2 Lo

3. Schnittleerheitsproblem:

Eingabe: regulare Sprachén, L,
FragellinLo =0



2 Endliche Automaten

endl. Steuerung

2.1 Deterministischer endlicher Automat

Definition (Deterministischer endlicher Automat)
Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel M = (Q, Z, 6, to, F) wobei

Q eine endliche Menge von Zustanden

X das Eingabealphabet

5 : Qx T — Qdie Ubergangsfunktion

Oo € Q der Startzustand und

F C Q die Endzustande sind.

Erweitere § zu 4 : Qx X" —» Q mittels

e 5(a.e)=q

e 5(q,aw) = 5(5(g, QW) (mita e T, w € T*)

10



KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN 11

Die Sprache, die M akzeptiert, ist L(M) := {w € =* | 5(qo, W) € F}

M

M = (Q’ 2’ 67 qO’ F)
Q = {0o, 01, 02}
F ={qo}
> =1{0,1}
0:QxX-Q

(0,0) = do  (do,1) = a1

(01,0) > G2 (9, 1) = o

(.0~ g (0,1)~ Q2
Zum BeispieI:A A . A

6(do, 010) = 6(6(go, 0), 10) = 6(do, 10) = 6(dha, 0) = 6(Gz, &) = G2 22.4.05

Satz 2.1: Es sei M ein endlicher Automat (DFA).
Dann ist L(M) regular.

Beweis:
M = (Q,%,6, o, F) mit 0.B.d.A. Q = {qo, ..., On-1}
L:(j = {we x| 8qg,w) = gj und 5(Gi,U) = gmmitm<k Yu=wy...w mitO<r < w}
"=" Worter die M von g; nach g flhren Gber Zwischenzustande € {q, . .., 0k}.
Dann ist L(M)= queF LBJ.
Beispiel: Loy = 0" Lgo = (0+ 11y LS, =0 L3, = (0+1)10
Behauptung: Lf = Lt u Lt (Lﬁl)* Llﬁl
Rkj — lej—l " !T(—l( kil)* k171
Lt =(aez|o(q,a) = qj) firi # |
Lt =taeZ|6(d,a) = g} U{s)
Ri_-l — Zaez,é(Qi,a)=qj a fallsi # j
b | Sacssgag @t e fallsi= |

R= queF RBJ' = L(R) = L(M)
26.4.05

11
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Beispiel:

L(M) = L§y=LgoU Lgy(L3) L3

Ldo = LoouLd (L9 L), =0"u01(10'1) 10

L80 = 0

LS, = 01

L9, = 101+e

L9, = 10

Lcl)z = ng U L81(L(1)1)*L0
ng =0

Ly, = 01

L(1)2 =0

L3 = LULy(L9) LY
L, = 1+s

I-(2)1 =0

1 0 0 10+ 0
Lo = LyULla(ly)'L
Lo = 0

12~

12 —

10 —

0°1(10°1)"0

e+1U0(10°1)0

0(10'1)"10°

L(M) = 0* + 0°1(10°1)*10° + 0*1(10°1)*0(1 + O(10° 1)*0)*0(10°1)* 10°

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition
Ein NFA ist ein 5-Tupel M = (%, Q, 6, 0o, F) mit

e X: Eingabealphabet

e Q: endliche Menge von Zustanden

12
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¢ 5:Qxx -2
e () € Q Startzustand

e F C Q Endzustande

5:Qxz - 2
Definition durch:

5(q,#) = (q) )
6(g,aw) = {p| Esgibtr € Qmitr € §(g,a) und p € 6(r, w)}
L(M) := {w € =* | 5(go, W) N F # 0}

Beispiel:

0,1

(%o, 1) = {do. 01}

(0, 0) =0

6(0o, 1011011001)= {qo, o}
6(01,0)=0

L(M) = (0 + 1)*11

Gibt es DFA M’ mit L(M’) = L(M)?

0 1
Go 1 -qu\ 1
0 0

1011
{0o} 1 {00, q1} O {do} 1 {00, A1} 1 {Co, U1, O}

2.2.1 Potenzmengenkonstruktion:

Es seiM = (Q, %, 6, go, F) ein NFA.
Der zugehorigd’otenzautomatM’ ist so aufgebaut:

13

29.4.05



14 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

M’ = (29,%,8, {qo}, F’)
§:29xx - 29 (S.a) = Uges 6(g, a)
F'={SCQ|SNF %0

Satz 2.2: Zu jedem NFA M gibt es einen DFA M’ mit L(M) = L(M’)
Beweis (idee):

5(go, W) € F & &' ({qo}, W) € F” zu zeigen mit Induktion tiber [w]
LA. W =0,w=¢.

Linke Seite: qg € F Rechte Seite: {qo} e F' @ {@o)NnF#0=>q e F
1.S.: ...
Beispiel:
0,1

Der Potenzautomat hat die Zustande 0, {qo}, {01}, {02}, {do, A1}, {00, 02}, {01, 02}, {To, A1, T2}
1

Beispiel:

(®——@®

6(q0’ a) = {ql}
6(0.a) =0

14



KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN 15

Vorteile des DFA:

o Effizient simulierbar

Vorteile des NFA:

o Oft kleiner als DFA

e Einfacher zu entwerfen 6.5.05

2.3 NFAs mit e-Ubergdngen

L(M) = a*b*c*
Als NFA:

Definition (NFA mit &-Uberg &ngen)
Ein NFA mit e-Ubergangen ist ein 5-Tupel M = (Q, Z, 6, ¢, F) mit

e §:QxXU({el
e g-Hulle(g) := {p € Q| es gibt mit s markierten Pfad von g nach p}

e Wir definieren § : Q x £* — 22
6(q, €) == e-Hulle(q)

6(g,wa) =P A
mit P={pe Q|esgibtr € §(q,w) und p € 6(r, a)}
Beispiel:

5(do. b) = &-Hulle(P) = {q1, G2}
mit P ={pe Q|esdgiltr e d(qo, e} = e-Hille(qo) = {do, q1, G2} und p € 5(r, b)}

15



16 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

Wir kbnnene-Kanten entfernen, ohne die akzeptierte Sprache zu verantlls wiré durché” undF durch
F’ ersetzen:

s@a= | eHulle(p.a)

pee-Hille(q)
F'={pe Q|e-Hille(p)nF # 0}
Satz 2.3: Zu jeder reguldren Sprache L gibt es einen NFA mit e-Ubergéngen, der L akzeptiert.

Beweis:
Spezielle Form: Nur ein Endzustand ohne ausgehende Kanten
Es sei L = L(r) fir einen regularen Ausdruck r

1.r=90

L(M)=0
2. r=¢

L(M) = {e}
3.r=a

L(M) = {a}
4, r=s+t

JO -0
- :

t/

L(M) = L(9) v L(t)

16
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OO OO 0F0

L(M) = L(S)L(t)

Korollar 1 Regulare Ausdriicke, DFAs, NFAs und NFAss¥iitbergangen charakterisieren alle genau die
reg. Sprachen.

Satz 2.4: Regulare Sprachen sind unter Komplement, Differenz und Schnitt abgeschlossen.

Beweis:
Komplement: Sei M = (Q,X, 6, qo, F) ein DFA, M’ = (Q,X,6,00, Q- F)
Es gilt:
L(M) = Z"-L(M)
wel(M) o 6w eQ-F

& 5(do,w) ¢ F

o w¢L(M)

& weX - L(M)

Schnitt: Es seien M’ = (Q', X, o', FYund M” = (Q",Z, 6", 0y F’") zwei DFAs.
Wir definieren den Produktautomaten M = M’ x M’ vermoége

M = QO xQ" ,X,6(qp05). F xF”
S

Zustande sind Tupel

6((9, p), @) = (6'(q, @), 6" (p, &)
Offensichtlich gilt:

(6 (- w). 8" (0. W)

5((dh, ), W) € F' x F”

(&' (cp, W), 6" (g, W) € F' x F”
6’ (0p-w) € F" und ¢”(qg,w) € F”
we L(M)undwe L(M")

we L(M) nL(M”)

5((c- ) w)
und damit w € L(M)

t ¢t

17



18 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

Differenz: folgt aus Komplement und Schnitt:

Li-Lo=Lin(E -Ly)

L1 Lo

Beispiel:
Binarworter die durch 3 teilbar sind, aber 11 nicht als Unterwort enthalten.
11 als Unterwort:

11 nicht als Unterwort My:

Durch 3 teilbar M»:

Produktautomat My X Mo:

18
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2.4 Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Definition

Es sei L C X* eine (nicht zwingend regulare) Sprache.

Wir definieren die Aquivalenzrelation = C ¥* x ** auf Wértern vermége
u=, vg.dw. uwe L © vwe L fir alle w e X*.

Der Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl der Aquivalenzklassen

Beispiel:
EsseiL=01"

L/=, = {0*,0°1%, (0 + 1)*10(0+ 1)}

001 = 0111
010 #_ 0111,da010¢L
00 =#_ 00001 da 000 € L, aber 000010 ¢ L

Was ist der Index von L?

O*
01
0°1*0(0+ 1)*

[S]EL
(1=
[10],

19



20 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

Satz 2.5 (Myhill-Nerode): L C X* ist genau dann regulér wenn = endlichen Index hat.

Beweis:

"=" Es sei L C ¥* regular. Dann gibt es DFA M = (Q, X, 6, 0o, F) mit L(M) = L.
Wir definieren u ~ v gdw. 5(go, U) = 5(qo, V)
Offensichtlich u~v = u=_ v, denn

5(go,uw) € F
5(5(qo, u), W) € F
5(5(g,v),w) € F
5(go,vW) € F

uwe L

t 002

vwe L

Also hat ~ mindestens so viele Aquivalenzklassen wie =| .
Der Index von ~ ist endlich (h6chstens |Q|), daher auch der Index von =

"<" L C ¥* und Index von = endlich.

Wir konstruieren folgenden DFA: M = (Q, X, 6, [€] =, F) mit Q = {[w]= |w € Z*}.

6:QxX - Q, (W=, a) — [walz,

F ={[w]z lwe L}

Q ist endlich!

6 wohldefiniert, denn [u]z, = [V]z, = [udlz, = [val, .

Behauptung: L = L(M).

w e L(M) 5([€]=,. W) € F

= [wls, €F

()

weL

()

L regular

Sprach aquivalenz und Isomorphie

Isomorph
a a,b

M1 = ({A, B}, {a,b},...)

O b

Mz = ({01, G}, .. .)
M1, My isomorph

20
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Nicht Isomorph
a ab

a‘b(a + b)*

Definition

Seien M = (Q,%,6,0o, F) und M" = (Q', £, ", ¢, F’) zwei DFAs. M und M’ sind isomorph gdw. es eine

Abbildung h: Q — Q' gibt mit

* h(do) = g

e h(QeF ©qeF

* h(6(a, a)) = ¢’(h(q), a)
¢ h bijektiv

Satz 2.6: Falls L(M1) = L(M>) und M;, M, haben eine minimale Anzahl von Zustanden, dann sind My

und M, zueinander isomorph.

Beweis:

Beh.: M istisomorph zum Myhill-Nerode-DFA von L(M), falls M minimal ist.
Falls 6(qo, W) = g, dann h(g) = [w]-,

h ist Isomorphismus.

Mit Myhill-Nerode kdnnen wir zeigen, dass eine Sprachénniegular ist.
Beispiel:

L = {@"'b"|n > 0} = {g, ab, aabh aaabbh. ..}

a"#£ a"fallsn#m

a",a™ in verschiedene Aquivalenzklassen

= Index von = = oo

e L={a%In>0}
a?" #_ a?" mitn < m, denna?’a?" ¢ L, abera?"a?" € L

e L=a'bb
a' #_a"b, dennabb e L,ambbb¢ L
= [a"]z, # [a™b]=,

21
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Bemerkung:
1 01
: EOE
0,1 1
: EOE
NFA

2.4.1 Berechnung des minimalen DFA

(Myhill-Nerode nicht Konstruktiv)
Problem: Minimierung von DFAs
Eingabe:DFA M
Ausgabe:Zugehorigen minimalen DFA

Definition

Zwei Zustande g und p (bez. eines DFASs) sind unterscheidbar , falls g € F « p € F oder falls 6(q, a)

und 6(p, @) fir ein a € X unterscheidbar.

Beweis:

Offensichtlich sind p,g genau dann unterscheidbar, wenn es ein w € X* gibt, mit 3(q, w) e F e

5(p,w) € F.

Dann gilt auch u # v fiir u,v € £* mit 5(qo, U) = q und 5(cp, V) = p
Umgekehrt ist u = v, falls g und p nicht unterscheidbar sind.
= Nicht unterscheidbare Zustande kdnnen "verschmolzen” werden.

(@

22
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Beispiel:

Markierungsalgorithmus

X X X

<mONn

| AlB[C|D]

Wird zu :

Beispiel:

N
10 o)
<
X |
X X |0 i o
J] )
X X X|N E X X
a
X X X X440 X X X
AN M W0 m1234

23



24 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

2.5 Regul arer Ausdruck aus einem NFA mit e-Kanten Il

3

b
az + aql

Beispie‘y3 +byr*by

31.5.05

Nach 1. Eliminierung:

24
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25

Nach 2. Eliminierung:
00+11

((00+ 11) + (01 + 10)(11+ 00)" (01 + 10)*
= (00+ 11+ (01 + 10)(00+ 11)"(01 + 10)*

Beispiel:

= (A+ BD*C)*

25



26 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

= A‘B(D + CA'B)"

2.6 Pumping-Lemma

SeiM ein DFA mitn Zustanden ungév e L(M) mit (w| > n+ 1

@@

X
w=XYZ

w € L(M), aber auctXZ, XY Z XY?Z, XY®Z, --- € L(M)

Lemma
Sei M ein DFA mit n Zustanden, dann kann man jedes Wort w € L(M) mit W > n+ 1linw = XYZ
Zerlegen mit:

1. XY <2n
2. IY|>0
3. XY'Z e L(M)firallei >0

Satz 2.7 (Pumping-Lemma): Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass jedes
Wort w € L mit |w| = nin Wérter w = XY Zzerlegt werden kann, mit

1. IXY]|<n
2. 1Y|>0
3. XYiZelLfuralei>0

Beispiel:

Sei L = {akbKk > 0]}

Annahme: Sei n die Konstante vom Pumping-Lemma.

Wihle w = a"b" oder al®%'% falls n < 100

Sei w = xyzdie Zerlegung, die es angeblich gibt. x = al, y = &, z = a"I-kb" fiir gewisse j, k, denn
Xyl < n

Xy¥z = altkP+n-i-kph ¢ | denn kr? + n— k > ndenn k > 0

26



KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN 27

Beispiel:

L = {aP|p Primzahl}

Annahme: L ist reguldr.

Sei n die Konstante des Pumping-Lemmas. Wahle w = aPr mit pj, ist die n-te Primzabhl.
Seiw = xyzmit |xy| < n,ly| > 0,xyze L

x=a%x y=aV, z=a"

w=a»"" py=n,+ny+n,

= Ny + iNy + N, ist prim fir jedes i > 0

Seii = ny+ng d.h.ng+ (N + n)ny + Ny = (N + n)(ny + 1)
3.6.05

Hinweis:  Der Daniel Mdlle hat gerade gesagt, es ware auRerstlsawvalenUbungen Teilzunehmen.
Beispiel:
Aus der Grof3libung

Jo

qu | X

02 X

03 X {0,2},{0,3}

‘ o Qu 02 a3
X: unterscheidbar

Minimierter Automat:

2.7 Entscheidungsproblem f Ur regul are Sprache

Theorem 1 Folgende Probleme sind in polynomieller Zeit losbar féllg und M, DFAS sind:

1. Ist (My) = L(Mp)?

27



28 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

2. Ist (M1) N L(M3) = 0?
3. Ist L(My) € L(My)?

Beweis:
1. Minimieren, isomorph?

2. Produktautomat

3. Test L(My) N L(Mp) = 0

Fur NFAs leider schwieriger, z.B. ist 1. PSPACE-vollstandig

28



3 Kontextfreie Sprachen und Grammatiken

Definition
Eine Kontextfreie Grammatik ist ein 4-Tupel (N, T, P, S), wobei
N Alphabet, Nonterminale
T Alphabet, Terminalsymbole
P Menge von Produktionen der Form A —» a mit Ae N,a € (NU T)*

S Se N, das Startsymbol

Satzformen: (N U T)* wobeiNNT =0
Notation: Wir verwenden oft

abec,... fur Terminalsymbole

AB,C,... fiur Nonterminale

u,v,w,. .. fur Terminalwortee T*

a,B,y,... fur Satzformen
Beispiel:

G = ({E,A},{0,1,+,—,(,)}, P.E) wobei

P={ E— (E+E)
E— (E-E)
E—-A
A—-0
A-1
A — AA

3.1 Ableitungen

Wir definieren die RelatioesgC (NUT)* x (NU T)*

vermogenAB =¢ aypfallsA - ye PzB.E= (E+E) = (E+A) = (A+A) = (AA+A) = (A0+A) =
(AO+1)= (10+1)

= ist die reflexiv-transitive Hulle, d.hy = Bfallsa = --- = B giltim Besondereny = a

29



30 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

Wir definieren  L(G) = {we T*S :*>G wifurG=(N,T,RS). 7.6.05

S —aA
aAS b= aAaAb
SSweT

w e L(G)

S - aSSbhS - ¢

aSShb
aaSSbSh
aaSbhShb
aabSh
aabb

L A

Linksableitung.

aSSh
aSh
aaS Shb
aaSbb
aabb

LU U U

Rechtsableitung.

3.2 Ableitungsb aume

Ein Ableitungsbaum st ein gewurzelter, orientierter Baum, dessen innere &matit Nonterminalen und
dessen Blatter mit Terminalsymbolen beschriftet sin@é Kinder eines Knotens A miissen die rechte Seite
einer ProduktiomA — « sein. Die Wurzel ist mit dem Startsymbol beschriftet.

Beispiel:
S—>aSS|SShalb

30



KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN 31

Zu jedem Ableitungsbaum gibt es eindeutig eine Linksalhegjt

asSS
absS
abSSh
abaShb
= ababb

“L U U

Wir finden sie durch eine Tiefensuche im Ableitungsbaum.

Definition
Eine CFG (Kontextfreie Grammatik) G = (N, T, P, S) ist eindeutig , wenn jedes w € L(G) genau einen
Ableitungsbaum besitzt.

S—aSS|SShalb

S=aSS = aSSbS= abSbS= abbbS= abbbb
= abS= abS Sb= abbS b= abbbb

S5 S+P|S-P|P
P> P-A|P/A|A
A (S)|Z
Z-0[1]20|z1

31



32 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

S—(S)|S+S|S-S|S-S|S/S|Z

S
s/
/N
S S
/ b
z z -

Z—-0]1]20|21

Definition
Eine Sprache L ist kontextfrei , wenn es eine Kontextfreie Grammatik G gibt mit L = L(G)
L ist eindeutig kontextfrei, wenn L = L(G) fir eine eindeutige CFG G

Folgende Sprache ist kontextfrei, aber nicht eindeutigeufrei: L = {aibjckd' |i = j oderk = I}
S—>AX|YBY —aY|Yb|eg, B— cBd|e
A — aAb X — cX| Xd| &

3.3 Die pre *-Operation

SeiG = (N, T,P,S) eine CFG und. ¢ (N U T)* eine beliebige Sprache.
Wir definieren: pre5(L) = {fa e (NUT)" |« =*>G Bfureing e L}
Sepref(l) o LNL(G) %0

10.6.05 S e pref(fw}) mitwe T* & we L(G)

Satz 3.1: Falls L regulér ist, dann ist auch pre*(L) regular.
Beweis:

Sei L = L(M) fir einen NFA M. Wir transformieren M in einen NFA M’ mit L(M’) = pre*(L) durch
folgende Regeln:

n . A
Falls A — a € P und p € 6(g, @), dann fiige den Ubergang 0 a hinzu, d.h.
6(g, A) = (g, A) U {p}. Wiederhole dies, solange wie méglich.

Beispiel:
G:S —>aSalbSbhjaSb| e
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33

BaObOa@

ab

Mo :
S S S S
a /; b a
\_/

ab
My :
M()I:M

My, 1 = ,Sattigung‘von Mg

M> :

M3Z

My = M3 L(M’) = pre*(L) = pre*(L(M))
L =(a+b)*aba

pre*(L) = {a|a = pfureinpe L}

prel) = {ala = B fiureinp e L}

pre’(L) = L, préti(L) = pre(prek(L))

SeiM ein NFA:

Mo = M, Mi;1 = "Sattigupg" vonMy

O € Omy,1(aj, A falls g € om, (G, @), A— a € P
O —y, dj 9-d.w.0; € om, (0, @)

33

14.06.05



34 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

L(Mis1) = L(My) U pre(L(My))
durch Induktion folgt:L(My) = L(M) U pre(L(M)) U pré?(L(M)) U - - - U pré¢(L(M))
Beweis:

o L(Ms1) 2 L(My) U pre(L(My))
Sei w e L(My) U pre(L(My))

1. Fall we L(My) = w e L(Mgy1) da L(Myy1) 2 L(My).
2. Fall we pre(L(Mg)) und w ¢ L(My) d.h. 6§ = aABund A — y € P mit ayB € L(My)
denn § = aypB € L(M)
aber g —>‘h’,|k i —>K,|k o] —>f,|k drs mit ds € F daher g —>‘h’/|k+1 (o7 —>©|k+l o] —>f/|k+1 Ot
und daher 6 = aAB € L(Mk+1).
o L(Mk1) € L(My) U pre*(L(My))
Sei 6 € L(Myy1)

1. Fall 6 € L(My)
Gluck gehabt
2. Fall 6 ¢ L(My)
Wir wissen: § € L(Mg;1), aber 6 ¢ L(My) = qo M—iz gs fureings € F.
Genauer:Qp 2, 1 i a; o, (o)) i g — ... —
Mk Mk+1 Mk

Mk+1
ao = Langster Prafix von 8, flr den es diese Zerlegung gibt.

Insbesondere: g 4, q aber q%qi’
Mit1 k

:qi%qi’mitAi—gBieP
K

= (o ﬂ> 01 ﬂ> qi ﬂ> 02 E> q'2 — ... — (f d.h. agBra1B20a2--- € L(Mk)(S =*>
Mg Mk Mk M

apBraiBoaz - -+ € L(M)

denn:

0 = apAra1Poas. ..
und Ay > B1eP =6 e pref(L(My))
A2 —)ﬂz eP

1. L(Mk:1) € L(My) U pre*(L(My))
2. L(Mis1) 2 L(My) U pre(L(My))

L(M") = pre’(L(M))
2. 1.

L(M1) 2 L(M) U pre(L(M)) L(M1) < pre*(L(Mo)) = pre*(L(M))

L(M2) 2 L(M) U pre(L(M)) U pré*(L(M))  L(M2) C pre*(L(My)) = pre’(L(M))

L(M") 2 pre’ (L(M)) L(W") < pre’ (L(M))

3.4 Entscheidungsprobleme f Ur CFG

Folgende Probleme lassen sich in polynomieller Zeitpné losen:
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KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN 35

1. Wortproblem
Eingabe: G=(N,T,P,S),weT*
Frage: Istw € L(G)?
Losung  IstS € pre*({w})?

2. Unproduktive Symbole abAS

Eingabe: G=(N,T,RS)
Ausgabe: Menge der unproduktiven Symbolec N
A e U g.d.w. es keirw e T* mit A = W.
S — aA|bB 17.06.05
B— SB|aB
A— SB|a
Losung:  Aunproduktiv g.d.wA ¢ pre*(T")

3. Leerheitsproblem
Eingabe: CFG
Frage: Ist.(G) =0
Losung  IstS € pre*({T*})?

4. Unerreichbare Symbole
Eingabe: CFG5
Ausgabe: Menge der unerreichbaren Symbole

Aist unerreichbar, falls es keine SatzfoaAg gibt mit S = aAB
Aunerreichbars S ¢ pre*((NUT)*ANUT)")

A unnutz gdw. A unproduktiv oderA unerreichbar.

Unnitze Symbole kdnnen aus G entfernt werden.

5. Unendlichkeit.
Eingabe: CFG5

Frage: IstL(G) endlich ?
1. Entferne unnitze Symbole
jetztiL(G)| — oo gdw. A = aAB fir A € N und|ag] > 0 Losung: Test ol € pre*(N U T)*A(N U
TYUNUTYAINUT)Y) fureinAe N

6. Nullierbare Symbole

A ist nullierbar, falls A = &. Es kann inG nullierbare Symbole geben, obwaohl¢ L(G). z.B.
S—>AaA—- g, A—> AA
Die nullierbaren Symbole sind N pre*({e})

21.06.05

3.5 Chomsky-Normalform

A= e Anullierbar
A — ¢ e-Produktion
A — a1B1a262a3 . . . akfBrki1
Bi seinen die nullierbaren Symbole der Rechten Seite.
Flge diese Regeln hinzu:

e-Produktion eliminieren:
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36 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

A - aiaz...ak

A - afia2...ak

Eine Regel fir jede Teilmenge vdh. . . k}

Beispiel:

S — SABSa
ABjalc
B — AShbi

>
3

Aquivalente Grammatik ohne e-Produktionen

n
\J

SABSla
ABjalB
B — ASbs

>
3

Definition
Eine CFG G ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls alle Regeln die Form A — BC oder A — a haben.

Satz 3.2: Zu jeder e-freien CFL gibt es eine Grammatik in CNF.
Beweis:
Sei G eine CFG ohne &-Produktionen und ohne unniitze Symbole.
1. Wahle neue Nonterminals R; fur jedes a € T und eine neue Regel R, — a. Ersetze in anderen

Regeln a durch Rs.

2. Ersetze A — B1B>... By durch

>
3

B1B2 «
B2Bs.
B3Ba. k

W W
[N
x =
Ll

Bk-1.k — Bx1Bk
wobei B;j k neu ist.
3. Eliminiere Kettenregeln A — B Finde Paare A, B mit A :*> B

Falls C — aAB neue Regel C — afp.
Falls 8 — y dann neue Regel A — . Dann Kettenregeln entfernen.
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KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN 37

S — aSdbShab|

S — RsSRIRSRlab

Ra — a

R, —» b

S -5 RyX

X - SR

S - RY

Y —-» SR

S — ab

Ra — a

R, — b

Beispiel:

S—>S+TIT

T->T-AA
S - S+T
S > T+T
S - A+T
S - S+A

A—-aS - T+A
S - A+A
T - T-A
T - A-A
A - a

3.6 Greibach-Normalform

Eine RegelA — A« ist linksrekursiv.

Linksrekursion lasst sich eliminieren.

Fur A € N seienA — Aaj|...|Aak die linksrekursiven und\ — B1]...|8 die anderen Regeln. Ersetze
A — Aaq...|Aak durch

A— BiZ|...|BZBl. .. 1B

Z— arZl...|laZla]. .. lak
Beispiel:

SSASISB
AS ZAS
SZBZS|B
S+TIT
TITZ
+TZ+T

N 0| 0/N 0 »
UL UL

Definition
Eine CFG ist in GNF falls jede Regel von der Form A — aBC... ist, d.h. die rechte Seite ist aus T N*

Satz 3.3: Es sei G eine CFG mit ¢ ¢ L(G). Dann gibt es eine CFG G’ in GNF mit L(G) = L(G’).
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38 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

Linksrekursion entfernen:

A - Ag|...|Ax
A - Bl...16

A - Bl...B

A - BZ...|3Z
Z - aZ...laxZ
Z - aq|...|ak

Beweis:
Wir beginnen mit einer CFG in CNF ohne unniitze Symbole, ohne e-Regeln. O.b.d.A. N = {A, ..., An}

1. Wir veréndern die Grammatik so, dass es keine Regeln A; — Aje mit j <i gibt.
Nehmen wir an, dies gilt schon fiiri = 1,...,k Sei A1 — A, eine Regel mit] < k+ 1und |
die kleinste Zahl, fur die es eine solche Regel gibt.
Ersetze Ac;1 — A durch Ac+ 1 — Bi1al...|Bma wobei A — B4]...|Bmfalls | <k
Falls| = k+ 1, dann Ax;1 — Axr1a = Linksrekursion eliminieren.
Wiederhole...

2. Alle Regeln haben jetzt die Form Aj — Aja mit | > i oder Aj — a
Wir ersetzen A — Aja durch Aj — B1al. .. |Bka falls Aj — B1]. .. |Bk € P bis alle rechten Seiten
mit Terminal beginnen.

Beispiel:
S<A<B<Z1<ZD<...

0
\

ABla
AADb
B —» ABa

>
!

ABa
blbZ,
ABa
AAZ

>
AN

w

ABla
blbzZ,
bBbZ;Bla
AAZ;

>

AN

Z;
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39

w

ABla

blbzy

bBbZ; Bla
blbz;|bZ;1bZ; 74

>

bl

Z1

bBbz;Bla
blbzy
bBbz;Bla
blbz;|bZ;Z;

©
bl

bz;B
bbz;B
bbbB
bbba

U

Beispiel:

S — SASSBSA

A — ABAa
B — BBBb
S - AAZ
Z1 — ASBSIAS4|BS 4
A — aaz
Z> — BABAZ%
B — bbZ;
Z: — BBBBZ
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40 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

3.7 Pumping-Lemma f ur CFLs

Satz 3.4: Fir jede CFL L gibt es eine Zahl N , fir die gilt: Jedes Wort z € L mit | > N hat eine
Zerlegung z = uvwxymit

1. vwX¥ <N
2. lv¥>0
3. u/wXyelLfirallei>0

Beweis:
Seiecé¢ L.
G sei eine CFG flr L in CNF ohne unniitze Symbole.

Beispiel:

L = {@'b"c"|n > 0} Annahme: L CFL

Sei N die Konstante des Pumping-Lemma.
Wahle z = aNbNcN.

Dann gibt es z= uvwxymit 1),2),3)

1) = vxenthalt kein a oder vx enthalt kein c.

= uvwx%y ¢ L Widerspruch zu 3)
1.7.05

Beispiel:
(Aus der GroRubung) A<B < S < B Umwandlung in GNF:

S - AB
A — BBa
B — BAb

S — BBBaB
BBa
BAD

w >
Lol

BBBaB
BBa
AB|A
blbB’

m
U
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S — aBbBBbBBB

A — abBbBB

B — bbB

B’ — aB|bBB|bB'BBabBbBB

3.8 Kellerautomaten

Beispiel:
Phase 1 alesen — a auf den Keller
b lesen — b auf den Keller

Phase 2 alesen — nimm Zeichen vom Keller falls es kein a ist, hor auf.
b lesen — nimm Zeichen vom Keller falls es kein b ist, hor auf.

Phase 3 Kein Zeichen mehr + Keller leer — Glucklich

Definition
Ein Kellerautomat (PDA) ist ein 7-Tupel: M = (Q, %, T, 6, o, ['o, F) mit:

Q Menge der Zustande (endl.)

X Eingabealphabet

I" Kelleralphabet

§:QXx(ZUg) xI - 2T

Qo Startzustand

I'g Kellerbodensymbol

F € Q Menge der Endzusténde.

o(a.a X) ={(p.B),...}

(@ w,y)
(g, aw, XB) + (p,w, ap) falls (p, @) € §(qg, a, X) wobei a € X U {&}

L(M) = {w € £* | (do.W.Tg) F (0. £,7) mity € T*,q € F}
5.7.05
Definition
Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel (g, w, y) wobei
g € Q ein Zustand
w € X" das noch zu lesende Wort
v € I'* der Kellerinhalt ist. Wir schreiben (g, aw, X3) k (p, w, ap), falls (p, @) € (g, a, X) wobei g, p € Q,
aeXulegl,wex Xel,aq,Bel™
Die Startkonfiguration st (gg, w, I'g) flr w € X*. L ist die reflexiv-transitive Hlle von F.
Die von M durch Endzustand akzeptierte Sprache L(M) = {w € Z*|(qo, W, I'p) k (p, &, y)}
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42 KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

Beispiel:
b, X|bXfur X e T b, ble
a XjaX a ale
g 2 &,Tollo
® % Tl quj
g, aa
g,blb

(do.abbalo) + (go.bbaalp) + (qi,bbaalo)
(do,babalo) +  (da, ba bal)

(do» & bbalo) (ch, & al’o)

(. .To)

(Q2,8T,Fo)
L(M) = {wwRjw € {a, b}*}

Definition
Sei M = (Q,%,T,6,do, [0, F) ein PDA. Die von M durch leeren Keller akzeptierte Sprache N(M) ist

N(M) = {w € Z*|(qo. W. To) F (p. &, &) mit p € Q

Beispiel:
&, Iole
b, X|bX b, ble
a, XjaX a,de

()= ~(®)

X €T = {a b, o)
N(M) = fwwFiw € {a,b}*} (L(M) = 0)

Satz 3.5: Firein PDA A= (Q,X,T,4, 0o, o) gibt es einen PDA B mit L(B) = N(A)

Beweis:
Verwende: B = (QU {qy, 03}, Z, ' U {I'¢}, 6B, G5, T, (07 )

A: (Go, W, To) £ (p. &, )
B: (0, W, Iy £ (0o, W, To, Tg)E (P&, T (07 &, 1)

Satz 3.6: Fir einen PDA A= (Q,%,T, 6, do, o, F) gibt es einen PDA B mit N(B) = L(A)
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Beweis: .
(Go, W, To) £ (P, &,6) mit p¢ F

(Go.W.To) £ (p. )
8.7.05

Satz 3.7: Es sei G = (N, T,P,S) eine CFG ohne &- Produktionen. Dann gibt es einen PDA M mit
N(M) = L(G)

Beweis:

M = ({g). T.N U T.4,0, S) wobei

5(c.a.a) = {(q. &)} furalleae T

5(d.&,A) = {(g.@)|A — a € P} fir alle A € N Wir wollen (g, W, y) F g, &, £) gdw. y = w. Insbesondere

weNM) & (QW,S)F (068 & S=w

Beispiel:
S —> aSalbSbjalb

Links: (g,aba S) + (g,ba, S + (0. a,a) + (g, &, &)
Rechts: (g,aba S) + (g,abaaSg + (g,ba, S + (g, ba ba) + (9,8 a) + (g, ¢, &)

Beispiel:
S— AB
A — alBS
B — b|AS

m M o
wWr>wm
oco®n >0>

e

op

o o

Satz 3.8: Es sei M ein PDA. Dann gibt es eine CFG G mit L(G) = N(M)

Beweis:
Essei M = (Q,%,T,4,0qo, o)
Es sei Gp = (N, X, P, [0, o, p]) wobei pe Qund N = {[q,Z r]|g,r € Q,Z € T}
Idee: [g,Z,r] = w gdw. (g, w, Z) k (r, &, £) P enthélt die Regeln: Falls (r,y) € 6(q, a, Z) (a € ZU{e})sind
[0, Z o] — a[r,y1, Q][ 01, ¥2, A2][ 02, ¥3. O3] - - - [Ok-1, Yk O] In P, wobeiy = y1... 9
12.07.05
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Info: Einmalige Fragestunde: Do. 14.7.05 ab 23:59 am Dreilduter

Beispiel:

a,alaa
a,Iglal g,Iole

L(M) = {ab"|n > 1}

a[qo. & q1][91, To, 1]

[01,a 1]
b

&

a[go, a, 1)1, &, q1]

[9o. To. 01
[Clo, & a1 ]
[01, & 0]

[d1.T0, O1]
[Co. & 0]

AR

al[do, & q1][91. o, 0]

ablaa, To, q1]
ab

[9o. To, Q1]

U=

U

al[qo, & q1][91. To, 01]
addo, a q1][g1, & q1][a1, Lo, O2]
aalldy, a, o2][ a1, To, 0]

aablq, o, q1]
aabb

[0, To, O1]

L | 2

Idee: (W1 [q. X, p] = W} = {w] (G W, X) r (p, &)}

3.8.1 Deterministische Kellerautomaten

Definition
Ein PDA M = (Q,X,T,6,0o, o, F) ist ein DPDA falls

1. |6(g,a X)| < 1furalleqge QaeXU{e},XeTl

44



KAPITEL 3. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND GRAMMATIKEN

45

2. Falls 6(g, a, X) # 0 fir ein a € £ dann muss §(q, &, X) = 0 sein.

Eine Sprache L ist eine DCFL falls L = L(M) fur einen DPDA M

Beispiel:

b, X|bX b, ble
a XlaX a ae

8 $, XX 8 & Io, o @

L(M) = {w$wR | w € {a, b}*} fiir alle X e T = {a, b, T'g}

Satz 3.9: DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.
d.h.Le DCFL= x*\L e DCFL

Beweis:

M= (Q,X,T,6,qo o F)DPDA

Konstruiere M’ mit L(M’) = Z* — L(M)

L(M) = {we =¥ | (qo,W,To) k- (p,e,y) fir p e F,y e I*}

1. Fihre ein neues Kellerbodensymbol und einen Fangzustand ein.

2. Falls (g,&,2) + (d,&,7) F (q’,&,7") + ... unendlich lang ist, dann setze 6(q, &, Z) = (Qg, Z)
wobei gy der Fangzustand ist, falls q,q’,q”--- ¢ F. Setze 6(q,&,Z) = (qs,Z) wobei gs ein
neuer Endzustand ist und 6(qs, & X) := (g, X) fur alle ae X, X €T, falls eines der g,q’,--- € F

Ersetze Q durch

Alternative:

15.07.05

Problem: Endzustande/Nicht-Endzustande tauschen — akzeptiert noch immer das leere Wort!

Ersetze Q durch Q' = Qx {1,2, 3}
F'=Qx{3}
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{((p,1),y)} fallsp¢F

Falls 5(q, &, Z) = {p, )} setze ¢'((q, 1), &, 2) = {{((p, 2),7)) sonst

¢0'((9.2).£,2) = {((p. 2). ")}
(g, 1) kein Endzustand wurde gesehen.
(9, 2) Endzustand wurde gesehen.

Falls 6(g,a,Z) = {(p,y)} fur a € X, setze §'((q, 2), &, Z) = {(g, 3), Z} und

, e _J(p,1),6} fallsp¢F
6 ((q’ 1)7 a$ Z) - 6 ((q’ 3)7 a$ Z) = {(p’ 2)’ y} falls p c F

Neuer Startzustand:(qgp, 1) falls qp € F
(Go. 3) falls go ¢ F

"1”: kein Endzustand in M gesehen seit dem ein Zeichen gelesen wurde.

"2". doch
19.7.05
Beispiel:
L ={ab,c}
I' = {To, a}
L(M)=c*
M:
b, I'gla
£,8,]aa c, ol
b, ola c,Iollo
a,Iollp a aa
b, Tollg b, ala
a, c,aa
a, X|X
b, X|X
c, X|X
M
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a,Iollp a aa

b, Il b, ala

a, c,aa
a, X|X
b, X|X
c, X|X

Satz 3.10: Seien L, L’ CFLs und Rregular. Dannsind LN R, L - R, LUL’,LL" wieder CFLs

Beweis:
N: durch Produktautomat.

LL: L(Gy) =L,L(Gyp) =L’
G1 = (N1, T,P1,S1), G2 = (N2, T, P2, Sp)
G= (Nl U N2,T, Pl U P2 U {S - 8182}, S)
L(G) = L(G]_)L(Gz) 0.B.dA:N1 NNy =0

LUL’: analog, nur...S — S1|Ss...
Satz 3.11: CFL ist nicht unter Komplement abgeschlossen.
Beweis:

L = {abick|i # joderj # k
Offensichtlich: L € CFL z.B.

S — AaS,C|SaBbC| ABbS,: | ASyCc
Sab — &]aSgb
Spe — &lbSpeC

A - g|aA

B — ¢|bB

C — ¢]cC

Falls L € CFL, dann auch L n a*b*c*. L N a*b*c* = {a"b"c" | n > 0} ¢ CFL
= L¢CFL

Korollar 2 DCFL ¢ CFL
Satz 3.12: Folgendes Problem ist nicht rekursiv (unentscheidbar):

Eingabe: zwei CFG G1, G2
Frage: Ist L(G1) N L(Gy) = 0?
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Beweis:

Wir reduzieren folgendes Problem:
Eingabe: Einband-TM M, Wort w
Frage: w € L(M)?

L(G1) = {ca#fc3$cotel’$. . . $entic| ¢ Konfiguration von M,
¢/ Nachfolgekonfiguration von c;}
L(G2) = {C1#CRBCo#CRS. .. $en-1#CR | ¢ Konfiguration von M,
c; Startkonfiguration von M auf w,
Ch-1 akz. Konfiguration}
L(G1) N L(Gy) = {Ca#cR$eo#cR$. .. $en_1#cR| c1 Startkonfiguration
Ch—1 Endkonf. akz.
Ci+1 Nachf. von ¢} =0 = w¢ L(M)

22.07.05

3.9 Chomsky-Hierarchie

Chomsky 0 Phrase-structure  Semi-Thue
Chomsky 1 Kontextsensitiv CAD — CBCD
Chomsky 2 A — bAC CFL

Chomsky 3 A— aB,B— C Regulare

Optional:
S—aA

A — bS|aA
S —» aAbB
A — aAbS

B—e¢

a ale a, S|IA

b, ble b, Sle
g, AlbS a AA
g, AlaS

g, Sb

Chomsky-1
NS PACHEn) LBA
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NS PACHEn) < DS PACEN)
NS PACHn) = Co— NS PACHEn) (wobei Co: Komplement)

Ende
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