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4 Inhaltsverzeichnis

0.1 Einfudhrung

Theoretische Informatik ist die Untersuchung der in deoimfatik auftretenden Bedfe, Strukturen, Pro-
bleme mit mathematischen Methoden.

1. Naturgesetzliche Bedingungen in der Informationsyiting— BuK

2. Standardmodelle und -verfahren fur die Systemkonstmk-> ATFS

Zu 1) Erste Aufgabe: Prazisierung voalgorithmisches Problem|, Algorithmus

0.2 Gliederung der Vorlesung:

I. Berechenbarkeit und Turingmaschinen

Il. Registermaschinen und WHILE-Programme
lll. Unentscheidbarkeit
IV. Grundlagen der Komplexitatstheorie

V. Ausblick in die Algorithmik fur schwere Probleme



1 Berechenbarkeit und Turingmaschinen

1.1 Beispiele algorithmischer Probleme

Bsp. 1:  GrofRter gemeinsamer Teiler.
Gegeben zwei natirliche Zahlenl, bestimme ihren grof3ten gemeinsamen Teiler.

(10,14) 2
(10,15)— 5
(10,13) 1

Berechnung durch den Euklidischen Algorithmus (EA)

X,y := x1,x2

while x != vy
if x <y then y := y-x;
else x := x-y

z:=x; //{z=99T(x1,x2)}

Bsp.2: Primzahltest
Gegeben eine nat. Zahl2, entscheide, ob sie Primzahl ist.

Bsp.3: Primfaktorzerlegung
Gegeben eine natirliche Zahl2, berechne ihre Primfaktorzerlegung.
120 2-2.2-3.5=2%.3.5

Bsp.4: 10. Hilbertsches Problem

Gegeben ein Polynom(xy, X, . . ., Xn) Mit ganzzahligen Ka@zienten.
Gibt es eine Nullstellez, z,, ..., z,) € N

3C + X2 — X85 ~ 1 (ja’) Nehme @1, 2) = 0

X2 + 1+ 0 (‘nein’)

Bsp.5: Terminierung
Gegeben ein Java-Programm mit integer-Variablen, entbetod es bei Initialisierung mit O terminiert.
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Bsp.6 : Erreichbarkeitsproblem fur gerichtete Graphen
Gegeben endlicher gerichteter Graphind zwei Knoters, t, entscheide ob Pfad @ von s nacht existiert.

Bsp.7: Traveling Salesman Problem (TSP)
Gegeben ein ifN, gewichteter ungerichteter Graf) bestimme eine kirzeste Rundtour dué&h

Diskussion:  Zwei Typen von Problemen:

Entscheidungsprobleme und allgemein Berechnungsprablem

Allgemeine Fassung von ‘Problem’: Beschreibung eines @msanhangs zwischen Eingabedaten und Er-
gebnisdaten.

Abstrakt: Vorgabe einer Funktioft Eingabebereick> Ergebnisbereich

e Bsp.1:f : W\ {0)?—» N

e Bsp.2:f : (N\{0,1}) - {0, 1}

Universelle Kodierung von Daten: Worter Uber geeignétiphabeten.
Zeichenvorrat: Alphabet (endliche nichtleere Menge vomBgien)

Bsp.:

Zhool = {0, 1}

Zdezimal= {O, ey 9}

Ztastatur = {0,...,9,a,b...,1, @}

¥* = Menge der Worter (endl. Zeichenreihen) tBer

Kodierung von Eingabe und Ausgabe durch Worter
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Bsp.1: ggT Eingabebereichg,...,9}" x {0,...,9}* (auch Eingaben zugelassen mit ftihrender Null, 0,
leeres Wort). Reduktion auf ein Eingabewort dutétbergang zJo, ..., 9,#}
Eingabe 10#14 statt (10,14)

Bsp.2,Bsp.3:  Analog

Bsp.4: 3 — 2% + 3x1 %
> ={x0,...,9,+,-,00 }
3x_113-2x 1[2+3x 1x 2 15.10.04

Gesucht ist eine Darstellung endlicher gerichteter Graghech Worter

Bsp.:

Beispielkodierung: 4(1-2)(2-3)(3-1)(3-4)(4-2)(1)(4)
Wort allg. : Knotenzahl dezimal, Folge der Kanten¢ np) mit ny, n, dezimal,(S dezimal),(T dezimal)
Alphabet:z ={0,...,9,—,(,)}

Ergebnis:  Ein algorithmisches Problem ist gegeben durch die Defimigimer Wortfunktionf : £* — T
mit X, T" Alphabete.
Losung: Ist ein,Algorithmus* derf berechnet.

1.2 Entscheidungsprobleme

Ein Entscheidungsproblem ist geg. durch die Def. einer Funktioh : ¥* — {0, 1} (X Alphabet). f
kann als charakteristische Funktion der Wortmehgegw € ¥*| f(w) = 1} aufgefasst werden. Wir nennen
MengenL C X* Sprache

Korrespondenz W Orter-Zahlen  Zn, = {1,...,m} Wir ordnen die Worter ausy, in der kanonischen Rei-
henfolge, erst nach Lange, dann wie im Lexikon. Das O-tetVW§bdas leere Worg
12...m1112 ..., 1m21,.... mm111...
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Definition 1 Fur m> 0seidy : N — X5, dm(i) =das i-te Wort in der kanonischen Reihenfolge.
Beispiel:

62(4)=12 dm(0)=¢ Vm

Definition 2 Fur m > 0 seiyy, : X5, — N die Umkehrfunktion voam,d.h. fur we Zj, ist ym(w) das i mit
om(i) =w

Berechnung von ym 7ym(e) =0
YmKK 1 Kg) =Ko+ Ky -ma+---+ k-
Beispiel:

y2(21)=1+2-2=5
y2(111)=1+1-2+1-2°=7

Berechnung von & durch iterierte Division mit positivem>( 0) Rest

Beispiel:
54(43)1
43 = 10-4+3
/
10 = 2-4+2
/
2 = 0-4+2
64(43)=223
04(99)
99 = 24-4+3
/
24 = 5.4+4
/
5 = 1.4+1
/
1 = 0-4+1
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54(99)=1143

Ergebnis:  Worter Uber X, kann man in der kanonischen Reihenfolge numerieren. Damit lassen sich
Eingaben zu algorithmischen Problemen auch als nattrliche Zahlen darstellen.

Definition 3 ein Algorithmisches Problem wird erfasst durch die Defomiteiner Wortfunktion

f: = - >
S~ S~
Bereich der Eingaben Bereich der Ausgaben

Losung eines solchen Problems durch einen Algorithmus, berechrfatls er, gestartet miv € X* als
Eingabe, nach endlich vielen Schritten terminiert difel) als Ausgabe liefert.

1.3 Algorithmen und Turingmaschinen

Ein Algorithmus ist ein Verfahren, dass

e Eingabeworter schrittweise bearbeitet
e durch einen endlichen Text bis ins letzte Detail eindewgigdelegt ist.

e bei Termination eine Ausgabe liefert, oder nicht terminier

Prazisierung durch Alen Turing(1912-1954) mit der Turingmaschine (1936

Computing is normally done by writing certain symbols ongrajpe may suppose this paper is
divided into squares like a childs arithmetic book. In eletaey arithmetic the two-dimensional

character of the paper is sometimes used. But such a usedgsawoidable, and | think that

it will be agreed that the two-dimensional character of pap@o essential of computation. |

assume that the computation is carried out on one-dimesigiaper, i.e., on a tape divided into
squares.

The behavior of the computer at any moment is determined &ysyimbols which he is ob-

serving, and his state of mind at that moment. We may sypgaddttere is a bound B to the
number of symbols or squares which the computer can obsepreeanoment. If he wishes to

observe more, he must use successive observations. Weseilsappose that the number of
states of mind which need be taken into account is finite.

The reasons for this are of the same character as those vdstrictr the number of symbols.
If we admitted an infinity of states of mind, some of them w# &rbitrarily close and will be
confused. Again this restriction is not one which serioaslgcts computation, since the use of
more complicated states of mind can be avoided by writingensgmbols on the tape.

Alen Turing Uber Turingmaschinen.

19.10.04
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U U b au b b a a au
T

Definition 4 Eine Turingmaschine (TM) hat die Form M(Q, %, T, 6, qo, gs) mit

endlicher Zustandsmenge Q

Anfangszustandyg

Stopzustand g

Eingabealphabek

Arbeitsalphabel” 2 X U {u1} ,, blank"

Ubergangsfunktios : Q\ {gs} xI' - I'x {R, L, N} x Q

6(p,a) = (&@,R/L/N,q): Im Zustand p mit a auf Arbeitsfeld drucke a’, gehe ein FeldmBL oder nicht
und nehme Zustand g an.

Ein Konfigurationswort hat die Formugv miti e £*,qe Q,veI*
Es steht fur die Konfiguration .,Luuvu U U ...
u'q'Vv ist Folgekonfigurationswort voaqv. u g v vV falls einer der folgenden Falle auftritt:

e §(g,a) =(&,N,q), v=aw, U =u, Vv = aVvy (Identifiziereu = £ mitu = L)

e §(g,a) = (&,L,q), u=ugb, v=aw, U = ug, vV = bavy (Idetifiziere u= £ mit u = L, v analog)

Was passiert wenn = ¢
6(g,a) = (&’Lq) LU g ab rquab

U=¢e
e §(g,a) = (&, R ) analog

K b K’ wie oben definiert fur Konfigurationsworter KK’
K I—M* K’ es ex. eine FolgKo, ..., K, mit Kg = K, Ky =K', Kj F Kj;1 (i <)
K = uugvheil3t Stopkonfiguration fallg = gs

Ergebnis der Stopkonfiguratiamsv ist das langste Anfangsstiick von v ohne
M berechnetf : ©* — ¥, falls (fur jedesw € ¥*) M von der Startkonfigurationpgw aus nach endlichen
Schritten eine Stopkonfiguration erreicht und zwar mit Brge f (w)

uuuabbuuuﬁadb’uaaauaa’

T T
Qo Qs

10
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(o abb — f(abb = (aad

w
Ergebnis ware:aaa
N——
f(w)

Erweiterung des Funktionsbefis zu partiellen Funktionefi : £*X* deutet Funktion an mit Definitionsbe-
reichDef(f) c *. Furw € * \ Def(f) schreibef(w) = L (undefiniert)

TM M berechnetf : £*X* falls von Startkonfiguratiomew eine Stopkonfiguration erreicht wird gdw. €
Def(f), und Ergebnis ist danfi(w), ansonstenw ¢ De f(f)) soll M nicht terminieren. 22.10.0

Turingmaschinen  Ubergangsfunktiors
o(p.a) = (@, L/N/R q)
Turingzeile: paa’' IN/R g

Feld nach rechts und gehe in Zustand q.

}In p mit a auf AF, drucke dort a’ bewege Kopf ein Feld nach Iinichtein

M* berechnetX*[0 - X* angesetzt aulv € X* terminiert g.d.ww € Def(f) und in diesem Fall ist das

Cow
Ergebnis der Stopkonfiguration das Wé(w).

Beispiel:
Thoot = {0, 1} F 1 X)) — Zp oo S€I definiert durch f(w) = wo.
Gewulnschtl  Formel Ausgabe von Turingzeilen
0011 Cow + *gswO G O/101Rqo
do Qo L ONaoy
~ 010/10/1Lon
00110u 01 U URGs
Os
Turingtafel fur M

M-Berechnunggp 001 1+-*0011qou - 0011 OF*p 100110+ gs00110
Konvention: Fehlt fir ein Paar (g,a) die entsprechendée£ga. . .
denken wir ungj a a N g erganzt.

Graphische Darstellung:

0/1-0/1R 0/1-0/1L

A@ U—O0N vgqlz U—UR @

11
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Konvention  zur Berechnung mehrstelliger Funktionénx* x --- x 2* — ¥*
N—— ——

n-mal
Zur Bestimmung vorf (wy, ..., W;) wirt TM gestartet in Konfiguratiomjy wy LIw, LI ... LIW,

Beispiel:
,2unare Multiplikation* f : {|}* x {|}* = {|}
Qol"U M~ g™

lllustration  fUr qoll| L |ll

Idee: Kopiere 2. Block so oft hinter den Input wie es Striche im 1lodX gibt. Hierzu fuhre ein neues
Symbol ein:/.

Typische Zwischenkonfiguration:

AAau (e fi

Details:

(1) (qp) Falls| auf AF, drucke x, weiter bei (2)
Sonst (AF=L) gehe (einen weiteren Schritt nach rechts, stoppe) zutmstéra hach rechts

(2) (q2) Gehe auf Feld nach nachstenund (4) Kopiere den dort beginnenden Strichblock an das Hade
darauf folgenden Strichblocks.

(3) gehe zuriick auf letztes Feld nfitein Feld nach rechts und zuriick zu (1)

(4) £ Auplil L
(a) Falls AF=— Uberschreibe durcliweiter bei(b)
Sonst AF= LI verwandle nach links gehend djen | zuriick bisL, zu (3)
(b) Gehe nach rechts auf zweitesund Uberschreibe durch —
(c) Gehe zuriick auf erstgieinen Schritt nach rechts, weiter bei (a)

O
O
%
%

C—rC—
C—C ~
V32
R RS

1.4 Berechenbarkeit und nicht-Berechenbarkeit

Turingmaschine
Algorithmus
™

Algorithmus

} berechnet eine Funktioh: ¥* 0 - X*, falls mit Eingabew € **

} terminiert gdww € Def(f) und in disem Fall das Ergebnis das Wofw) ist.

12



KAPITEL 1. BERECHENBARKEIT UND TURINGMASCHINEN 13

Turingmaschine
Algorithmus

Turing-berechenbar

f heif3t berechenbar im intuitiven Sinn

rechnet.

e} gdw. es gibt } die/der die Funktionf be-

f berechenbar < f Turing-Berechenbar?

< Kklar, denn eine TM ist eine (sogar spezielle) Form von Aldpnius

= nicht mathematisch nachweisbar.

1.4.1 Church-Turing-These (1936)

Jede berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.
Argumente dafir:

i) Turings Analyse des Rechenvorgangs
ii) Erfahrung seit Uber 60 Jahren

i) Viele verschiedene Zugange zum Berchenbarkeitsiegind formal aquivalent (z.B2-Kalkul und
T™)

iv) die Programmiersprachlichen Fassungen des Algorithiassen sich auf Turingmaschinen reduzieren

Verwendung der Church-Turing-These

1. Unwesentlich: beim Nachweis der Turing-Berechenbamkath Vorlage eines Algorithmus. (durch

FleiRarbeit vermeidbar)
2. wesentlich: Nachweis, dass eine Funktion nicht berdwdreist (durch einen Algorithmus im Intuiti-

ven Sinn). Es reicht: Funktion ist nicht Turing-berechenba

Erstes Beipsiel einer nicht berechenbaren Funktion, deyBeaver-FunktioBBB: N — N (Rado 1962)
Betrachte TM mit Arbeitsalphabét, Li} nur mit L-/R-Bewegung wobei in den Zustandszahkgnnicht
gezahlt wird.

Biber ist TM die, auf das leere Band angesetzt, terminiert.

Bemerkung:  Zu fester Zustandstzahl exisiteren nur endl. viele TM (Bibe

13
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FleiBiger Biber:  (busy beaver) Biber, der bei Termination maximale Stribhzater allen Bibern glei-
cher Zustandszahl liefert.

Furn > 1 gilt: BB(n) = Anzahl von Strichen, die ein fleiBiger Biber mit n Zustandiefert.

Werte:

BBO) = O

BB() = 1

BB2) = 4@uU - Qol---quu---qle-e)
2-2-3 Moglichkeiten

BB3) = 6

BB@4) = 13

BB(5) > 2000

Satz 1.1 (Rado): BB ist nicht berechenbar.

Vorbemerkung:
BB(n+1) > BB(n)

Beweis:
Erweiterte Tabelle eines BB mit Zustanden do, . . ., 0n-1, s durch Erstaz von g, . .., gs durch g, . . ., On
G |IR o
On U IR G
4
(4096)
(4096) 162 mal

(4096)

BB(10) = 6- 4096
Anmerkung: f sei berechenbar, nach CTT F(n) = f(0) + - - - + f(n) Turing-Berechenbar.
F(n+ 1) > F(n) Zeige: BB(n) > F(n) fiir hinreichend grof3es n.

Definiere G durch G(n) = F(2n + 2) ebenfalls Turingberechenbar.
Wahle TM Mg zur Berechnung von G, etwa mit Zustanden qq, ..., Ok-1,0s
M, neue TM arbeite wie folgt auf leerem Band:

e Drucke n Striche
e Gehe zurick auf 1. Strich und arbeite wie Mg

e Mp-Tabelle:

Po U |RP
p1 U IR p

Pni U | L py Insgesamtn+ 1+ k Zustande

PnllL pn
Pr U LR
{qo Mgy-Code

14
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Firn> kgilt dann: F(2n+ 1) < F(2n + 2) = G(n)
= Ergebnis von Mg bei Eingabe von n Strichen
= Ergebnis von M, bei Start auf leerem Band

< BB(n+ 1+Kk) (da M, n+1+k Zustande hat)
BB(2n) < BB(2n+ 1) < BB(2n + 2)

1.5 Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufz  ahlbarkeit

Ausgangspunkt: Def. vopAlgorithmus A berechnet F*

) : entscheidet
Def.: Algorithmus A{ semi-entscheidet

terminiert A immer, mit Ausgabgja“‘falls w € L; ,nein“fallsw ¢ L
terminiert A mit Ausgabegja‘fur w € L; terminiert nicht firw ¢ L

die Sprache. c X* gdw. bei Eingabev € X*

Definition 5 L entscheidbar (semi-entscheidbar) gdw. es existiert &jnrihmus, der L entscheidet (semi-
entscheidet)

Beispiel (10. Hilbertsches Problem):
L = Menge der Kodierungen von Polynomen Uber Z, welche eine Nullstelle Gber Z haben.

Semi-Entscheidungsverfahren Zu Polynomp(xa, ..., X) teste sukzessiv filk=1,2,3,... ob jeweils
eine Nullstelle &, ..., z,) mit |z] < k existiert.

Beachte: fur festek existieren nur endlich viele Kandidaten . . ., z,)

Ziel: Zusammenhange zwischgBerechenbar “ung(semi-)entscheidbar

Satz 1.2: L C ¥* entscheidbar © L semi-entscheidbar und £* \ L ist auch semi-entscheidbar 29.10.04

.= " Sei A entscheidungsalgorithmus fir L. Bilde den Algorithmus A’ durch Einbau einer nicht termi-
nierenden Schleife fur Termination von A mit ,nein“
A’ semi-entscheidet L
AZentstehe aus A durch Vertauschen von ,ja‘/ ,nein"
A’ semi-entscheidet £* \ L

=" Seien A1, Ao semi-entscheidungsverfahren fur L bzw. £* \ L
Finde Entscheidungsverfahren A fiir L
Beachte: Jedes w € X* gehort zu L oder £* \ L d.h. mit Eingabe w € £* wird entweder A; oder A;
terminieren.
Entscheidungsalgorithmus A:

15
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Stop mit
Ausgabe ja
Stop mit
Ausgabe nein

H lasse A; und Ay weiteren Schritt laufen

terminiert

terminiert nicht

terminiert

Definition
Zuf:X* 0 -X*definiereGs

terminiert nicht

= {w#f(w)lw € Def(f)} ,Graph vonf"

Satz 1.3: f:X* 0 -X* berechenbar & Gg ist semi-entscheidbar.

Beweis:
=" As berechnet f

Gesucht: Semi-Entscheidungsalgorithmus B fir G¢

Zu Eingabe v: Test ob v die Form v = wg#wy hat mit wg, w; € ¥

— wenn nein: Stop

mit Ausgabe ,nein“.

— sonst: Eingabe wo#w,

Lasse Af auf wy laufe

n, speichere wy

Bei Termination von A; (mit Ausgabe f(wp)) vergleiche f(wp) mit wy
Bei Gleichheit terminiere mit ,ja“
Ansonsten gehe in Endlosschleife

Sei Ag, ein Semi-Entscheidungsalgorithmus fiir Gy

Finde Berechnungsverfahren fiir f

Eingabe w w#e?
WH(O?
WH1

Lasse Ag; laufen

— fur alle v auf der

— fur alle Schrittza

Eingabe wiv

hlen snach folgendem Muster:

Bei Termination von Ag fiir wiv gebe f, aus.

Satz 1.4: L C X* semi-entscheidbar L ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion

f:X* 0 -2

16
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.= " A semi-entscheidetL C >*

Seia e 5. Definiere:f : 3* O - 3* durchf(w) = {a wel
- 1 wé¢lL
Gilt L = Def(f)
Folgender Algorithmu® berechnetf:
FUr Eingabew arbeite wieA, allerdings, bei Termination gelaeaus.

.<=" Aberechnetf L sebef(f)
Gesucht: Semi-Entscheidungsalgorithniufir L.
Fur B ibernehmé\, wobei die Ausgabe jeweils geandert ist, "

e w
+ > Z*
S 1 .
Schrittzahl

Ein Aufzahlungsalgorithmus ist ein Verfahren, das ohneggbe gestartet wird und sukzessiv Ausgabe-
worter liefert (in irgend einer Reihenfolge, eventuelt Wiederholungen).
L C =* heil3t aufzahlbar, wenn es einen Aufzahlungsalgorithgibs fur den gilt:
Fiurwe X : we L & wwird irgendwann als Ausgabe geliefert. 2.11.04
Beispiel (zu semi-entscheidbar - aufz  ahlbar):
1. Die Menge der Java-Programme die mit O initialisiert terminieren ist semi-entscheidbar (Eingabe:
ein Wort Uber Zstatur)
Semi-Entscheidungsverfahren:

e Zu Eingabe w Uberprife, ob w Java-Programm ist. Wenn nein: Endlosschleife
e Sonst: lasse das Programm ,w'laufen mit O initialisiert und terminiere, wenn es terminiert

2. Die Menge dieser Java-Programme ist aufzahlbar. Aufzahlungsverfahren geht geman folgendem
Diagramm vor:

Java-Programme (in kanonischer Reihenfolge der Worter Uber Zia59)

Schrittzahl

An stelle @;, s) lasseP; fur s Schritte laufen und gehig aus, wenrP; dabei stoppt.

17



18 KAPITEL 1. BERECHENBARKEIT UND TURINGMASCHINEN

Dann: P wird ausgegebers ex. Schrittzahk so das4? in < s Schritten terminiert

Pterminiert

Bemerkung:
Loerechenbar‘verlangt nur Existenz eines Algorithmus.

GV (Goldbach-Vermutung):  Jede gerade Zahl 4 ist Summe zweier Primzahlen.

Definition

1 GVwah
NN f(n) = wanr

0 GV falsch
f = Ooderf = 1
Alg Ag oder Alg. Aq
Es existiert ein Algorithmus dekberechnet!

18



2 Registermaschinen und while-Programme

Idee ,berechenbar~ ,programmierbar
Grundbereich hieiN (Vergleich zu Turingmaschine UbEr={|}n~ |...])
——

n

2.1 goto-Programme
Rechnermodell:  Registermaschine

Register 1
endl. Kontrollg Redgister 2 1 |nhalt jeweils eine nat. Zahl
J

X; Variable (Name fur Speicher von Register

2.1.1 Definition:

Ein gotg,-Programm hat die Form:

1 aq,

2 az;

3 as;

K—1 ax1;

k STOP
wobeiaj = | Xi=X+1 (ie{d....m)
oder j Xi=X—-1
oder j if Xi =0gotol else gotd” (I,I" €{1,..., k})

(ell...k-1))

Konfiguration: (m-1)-Tupel (,r1,...,rm) fur Zeilennummerj undr; als Wert vonX;
Folgekonfiguration vonj(ry, ..., ry) lautet:

19



20 KAPITEL 2. REGISTERMASCHINEN UND WHILE-PROGRAMME

e im Fallaj =X=Xi+1:
(G+Lry,....ri+1...,ry)

e im Fallaj:Xi =Xi—-1:

(j+Lre,...,ri=1,...,rm) lr'—l:{

r-1 r>0
0 r=0

(Lry,...,rm) fallsri=0

e aj =if X = 0 gotol else gotd’
(,re,....rm) ri#0

Definition  zu gotq,-ProgrammP undn < m definiere die n-stellige durch berechnete Funktiorhé”) :
N" 0 - N durch fF(,”)(xl, ..., Xn) def. gdw.P ausgehend von Konfiguration,@, ..., X,,0...,0) erreicht
Stopkonf. K, yi1,...,Ym) und in diesem Falfé”)(xl, X)) =1

f :N" 0 - N heil3t gotq,-berechenbar, wenn es gjota,-ProgramnP gibt mit fJ = f goto-berechenbar,
falls gotq,-berechenbar fir geeignetes m.

Bsp.:
P1:
1. STOP
£ = iy (%) = x
||Pi(”)(x1, ces Xn) = Xl fF(,i)(xl, X2) = X1 fgi): Projektion auf 1. Komponente
P2:

1. if X1 =0 goto 1 else goto 2
2. STOP

m |+ fallsX1=0
P2 7 IX1 fallsX1+#0

Konvention:j goto | fur j if Xi =0 goto | else goto |

P3:

1. if X2 = 0 goto 5 else goto 2
2. X1:=X1+1

20
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3. X2:=X2-1
4. goto 1
5. STOP

Tabelle 2.1: Rechnung

Zeile: X1 X2

1 1 2
2 1 2
3 2 2
4 2 1
1 2 1
4 3 0

3 9
5 3 0

| (1,X1,X2)~ (5, X1+X2,0)]

Also féz) = Additionsfunktion+
fé3 =X1 alsofp%) = idy

Multiplikationsfunktion: analog;

Idee:

X3 := X1; X2 = 0; solange X2+ 0

Kopiere X3 nach X1 und X4;

dann X3=0;

X2:=X2-1;

Kopiere X4 nach X3 (dann X4 0)
X1 X2 X3 X4

3 4

0O 4 3

3 3 0 3
6 2 0 3

2.2 while-Programme

2.2.1 Idee:

Rechnermodell wie bei goto.
Komfortablere Kontrollstrukturen (Verzweigung, Schésij.

21
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22 KAPITEL 2. REGISTERMASCHINEN UND WHILE-PROGRAMME

lllustration:  ggT-Algorithmus:

while X1 # X2 do
if X1 < X2thenX2 := X2-X1
elseX1 := X1-X2

Bsp.:  whiley- Programm.
TestsX1 > 0, Xi = 0 genuigen
Benutze Anweisungen X3 := X2-X1 | (TestX3 > 0)
X4 = X2-X1
X5 = X1-X2
X4 := X4+ X3 | (TestX4 > 0 stattX1 # X2)

2.2.2 Definition der Programmiersprache while

Syntax:Gestalt der Programme als Texte (Worter).
Semantik:Definition der Wirkung der Programme auf vorgelegte Daten.
whilep,-Programmeéoenutzen nur die Variabledl, X2,...,Xm

2.2.3 while ,-Programme: Vorbereitung

< vary > VariablenXy, ... Xm

< WZW, > X =0 Xi =X
Xi=X+1 X = Xi.—l
Xi := Xj op X ope€ {+,—,-,+, mod}
mitl<i,jk<m

< bed, > Xi>0 Xi=0
mitl<i<m

2.2.4 while ,-Programmme: Syntax

< progry >:=< WZW, > | < progry >; < progrm > |
if < bed, > then< progry > else< progry, > end
while < bed, > do < progr, > end]

loop < vary, > begin< progry, > end

Zur Semantik von while -Programmen:
Definiere zu whilg-ProgrammerP eine TransformatiofiP] : N™ 0 - NM

[PI(r1,....rm) = (S1,..., Sy falls P, gestartet mitn,...,ry) als Werten furxi, ..., Xmterminiert und
dann als Werte voiX1, ..., Xmdie Zahlens, ..., sy liefert

22
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Bsp. P=X1:=X2 [PI(3,5)=(55)

Notation: fur f: M O - M definieref": M O — M durchf® = x M+l = £(fN(X))

2.2.5 while ,-Programme: Semantik

Es sei[PI(r1,. .., rm) wie folgt definiert:

- furP=X =0 (rl,...,\q_/,...,rm)
|
- P=X =X (ST RO S TN 1)
— —
[ j
- P=X=X+1 (ry,....ri+1,...,rm
- P=X:=X%X-1 analog
- P =X =X 0p Xk (re,....rjopre,...,rm)
Konvention r{div/mod0=0
- furP =Py P> [P20([P.l(ry,....rm))
- furP=if X{>/=J0 thenP; elseP, end
[P10(re,....rm) fallsri{> / =}O
[P21(r1,...,rm) sonst
- fur P=while X{> / = 0} doP; end
[PI%(re, - - ., rm) fur das kleinsteék > 0 mit p™ ([P1IX(r1, . .., rm)){(< /
1 sonst

- fur P = loop X; beginP; end
[Pl (ra, - -, Tm)

Zu P def. wie bei goto-Progr.
fén)(X].? AR Xn) = plm [[P]](Xl’ AR ) Xn’ O? .. ’O)m

Bsp.:. zu[P] = loop X1 := X1-1end
[Pol'(r1,....rm) = (ra —i,r2,....rm)
[PI(r1,....rm) = [Pol"™(r,....rm) = (O, r2,...,rm)

while-programme
P:

if X2 = 0 then X1:= X1 + 1;
while X1 > 0 do X1:= X1+1; end [P1]
else loop X1 begin X1 := X1 - 1 end end [P2]

ist ein while Programm[P1](x1, x2) = L
[]:PZ]](X:L’ X2) = (Oa X2)
Xo = 0

P](x1, X2) =
[P(xL. x2) (0,x2) x2+0

23
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24 KAPITEL 2. REGISTERMASCHINEN UND WHILE-PROGRAMME

L X=0

£ =1
0 x2#0 P

1D(x1, x2) = {

Ziel:

1. Reduktion auf die Wertzuweisungef:= X; + 1, X; .= Xj—1
TestX; =0

2. Vergleich loop-while

3. Aquivalenz TM - goto - while

Zu l: X = 0 ersetzbar durch loo); beginX; := Xj—1 end

X; = Xj ersetzbar durcl; := 0; loop Xj beginX; := X; + 1 end

Xi = Xj + X, ersetzbar durchX; := 0; loop X; beginX; := X + 1

loop Xk beginX; .= X + 1

Analog fur=, *,+, mod (Ubungen)

Testif X; > O then ...ist ersetzbar durch (mit Hilfsvariablen Y, idigaert mit 0)
Y=Y+1Y=Y-X:ifY=0then...:

while X; > 0 do...ersetzbar durch:= Y + 1;Y := Y=X;

whileY =0; Y:=Y+1; Y := Y-X end.

while®-Programmeseien while Programme nur mit Wertzuweisungén:= X; + /=1 und Bedingungen
Xi=0
ErgebnisZu jedem whilg-ProgrammP existiert ein whilg,-ProgrammP’ fir geeignetes’ > m mit

[PI(X1, ... . %m) = Y1, ..., ¥m) @ [P T(%1, ..., %Xm.0,...,0) = (Y1,...,Ym, 0,...,0)
m

2.2.6 Vergleich loop-while

Bem. 1) ,loop-Schleifen terminieren “
SeiP: loop X; beginPgy end (loop,-Programm)
Wenn[Pg] : N™ — N™total, dann auclijP] : N™ — N™ total.

Beweis: [P](X1,...,Xm) = [Pol®¥ (X, 1,..., Xy) definiert.

Bem. 2: ,while-Schleifen terminieren nicht immer “:
P, :X;:=X.+1;whileX; >0doX; := X; +1end

Beispiel  zur Terminationsfrage;3x+1-Funktion,

X X gerade
99 =42
3x+1 xungerade

24
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Iterierte Anwendungx = 11
34,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1

kleinste k mitgk(x) < 1 wenn solches k ex.

1 sonst
f while-berechenbar. fienes Problem: Ist total?

f(x) =

Satz:

(a) ,while ist nicht immer durch loop ersetzbar “

(b) ,loop ist durch while ersetzbar “

Zu (a) P, terminiert nicht fur jedes Tupel von Anfangswerten. (da@g terminieren)

Zu (b) Definition: loop,-Programme sind whilg:Programme ohne while. Zu jedem lggfrogrammP
existiert fur geeignetasr > mein whilgy -Programn®’ ohne loop-Konstrukt migP](xq, .

Vi, ....¥m) © [P I(X2, ..., Xm,0...,0) = (Y1,...,Ym,0,...,0)

Beweis:induktiv Uber den Aufbau des Iog,pi:’rogr:mms.

Interessanter FalP : loop Xi beginPy end

Induktions-Voraussetzunigefert mg und while,, -ProgrammPy, das Beh. erfillt.
SchreibeY fur erste freie Variabl&X(my + 1)

P’ :Y = Xi; whileY > 0doPy; Y :=Y-1end

Frage:Reicht fir die Programmierung totaler Funktionen die Smhleife?
Nein: Besipiel: Ackermann-FunktioA: Nx N — N

Def: AQOy) =y+1
A(x+1,0) = A(x, 1)
Ax+1Ly+1)= A AX+ 1Y)

A(1,3) = A(OA(L2)
= A(0,A(0,A(L, 1))
= A0, A(0, A(0, A(1,0))))
= A0, A(0, A(0, A(0, 1))))
= 5

Bem:

AQ0,y) >y
ALy >y+1

25
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26 KAPITEL 2. REGISTERMASCHINEN UND WHILE-PROGRAMME

A@2.4) > 2y
AB4)>2

A4, 4)> 22 Lymal

A(5,4) > 10000

2.2.7 Satz: (Satz von Ackermann)

A ist total und (while-)berechenbar, jedoch nicht loopdmtrenbar. Im detail: Lemm&u jedem loop,-
ProgrammP existiert Zahlk, mit max([Pl(Xs, . . ., Xm)) < A(Kp, maxXy,...,, Xm))

Y1,-¥m
Beweis durch Induktion Uber Aufbau der loop-Programme.

Beweis des Satzes:  Annahme:P loop-Programm berechnet A. Walkg gemafl Lemma.
12.11.04  AxY) = fP(xy) < max[PI(xy,0...,0)) < A(kp,maxx.y)) x=y=kp

2.2.8 Aquivalenzsatz
Ziel:  Fur eine Funktior : N" [0 - N sind folgende Aussagen aquivalent:

1. f Turing-berechenbar
2. f goto-berechenbar

3. f while-berechenbar

Bei TM unterstellen wir die unare Darstellung naturlicEahlen (n reprasentiert durch..|)
N——
n-mal

Beweisstrategie:

while — while® goto Turing

Satz 2.1 (while © = goto): Zu einem while®-Programm P kann man ein gotoy,-Programm P’ angeben
mit [P’'] = [P]
(Dann klar: f : N" O - N while®-berechenbar = f goto-berechenbar).

Beweis (induktiv Gber den Aufbau der while ?n-Programme):
Ind. Anf.: P Wertzuweisung (P = Xj := X; + L oder X := X;—1 (i € {1,---,m}))
Ind.Schritt:

26
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(@) P=P1;P2
Ind.Vor.(*): Zu P1, P2 jeweils gotoy,-Programme P, P, vorhanden mit [P}] = [P1] und [P] =
[P-1

(b) P=if X; = 0 then Py else P, end
Ind.Vor. (*)

(c) loop bereits durch while ersetzt
P = while X; =0 do P; end
Ind.Vor.(*) nur fur P

Beweis:
Ind.Anf.: Nehme P’:

1. Xi=X =1
2. STOP

Ind. Schritt

(a) P=Pq; P2
Gemal Induktions-Vorraussetzung betrachte gotoy-Programme P} und P, (mit ky bzw kp Zei-
len)
P’ ensteht aus Hintereinanderausfiihrung von P’,P’2 unter Streichung der von STOP in P;
Erhohung der Zeilennummern in P, um ky — 1

(b) P=if X; = 0then P; else Ps.
Nach I.V. wahle P, P,
Ideelf[]r P”if Xi = 0 goto Anfang P} else goto Anfang P,

if X; = 0 goto 2 else goto ky + 2
2
Py
kl +1
goto Ende
k]_ +2
P
ki + 2+ ko

Vorraussetzung: P; mit ky Zeilen
P, mit k, Zeilen
P’ entsteht aus: Zeile if X; = 0 goto 2 else goto k; + 2
P’1 mit um 1 erhohten Zeilennummern und Ersatz von STOP durch goto k; + 1 + kp
P’2 mit um k; + 1 erhdhten Zeilennummern.

27
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(c) P=while X; =0do P1 end

L.V. liefert P}
Idee fir P’:
1
if X; = 0 goto 2 else goto ky + 2
2
Py
mit Ersatz von STOP durch goto 1
und Erhdhung der Zeilennummern
kl +1 um 1
STOP
k]_ +2

Satz 2.2: Zu jedem gotoy-Programm P kann man TM Mp konstruieren mit
[PI(Xs, ..., %n) = (Y1,...,¥m) © M erreicht von g0 [t L 2 L ...[* ... aus die Stopkonfiguration
q2|Y1 LI |Y2 u... |Ym|_|

Beweis:

Simuliere Zeilenweise die Anweisungen
j Xi = Xi +1

j Xi = Xi.—l

jif X; = 0 goto k else goto |

16.11.04

Satz 2.3: Jede goto-berechenbare Funktion ist Turing-berechenbar

Beweis:

Zu gegebenem goto,-Programm P (etwa mit Zeilen 1, .. ., k) konstruiere TM Mp, die P schrittweise
simuliert.

Verwende Blécke von Turingzeilen fur Simulation der Zeilen von P

a1, - . -, Ok Zusténde fur den Einstieg in diese Blocke (q; fur i-te P-Zeile).

01 Anfangszustand, gx Stopzustand.

Von @ aus simuliere i-te Zeile fur goto-Konfiguration (i, hy, ..., hy) von Turing-Konfiguration

g™ U™ ... U

Simulationsvorgang:
Fall 1 Xj=X;+1

e Gehe auf j-tes _nach rechts, markiere durch ,Unterstreichen “
gehe weiter auf das m-te .

e Verschiebe, von rechts zurtcklaufend bis zur stelle ., die Bandinschrift um 1 Feld nach rechts
(wobei .~ o), drucke auf Platz von . ein |

28
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e Gehe nach links auf j-te _(Position 1 Feld vor Anfang)

e Gehe 1 Feld nach rechts und in Zustand g1

Fall 2 i Xj = Xj.—l

Fall3 i if Xj=0gotol else goto I

e gehe auf j-tes _nach rechts, priife, ob davor _steht.
In diesem Fall gehe zum Anfang zuriick in g, sonst zum Anfang und in ¢

Satz 2.4: Jede Turing-berechenbare Funktion ist while-berechenbar

Beweis:
Geg. TM M mit Zustanden qg, .. ., G, o (Anfangszustand: d;; Stopzustand qp) und einem Arbeitsal-

phabet I = {ag,,...,an}

Kodiere M-Konfiguration a, ... &, aj, q aj, aj, . ..aj, durch ein Zahlentripel (L,R,Z) mit
L=((s...ion+1)  K=(jk...JjoJne1  Z=

Bsp.: I' = {U|} = {ag, a1} n=2
Konf: ||| U {q7 LIl
L= (11101} = 29 R= (1110) = 14 z=17

Phasen der Simulation fiir den Fall, dass durch M eine zweistellige Funktion berechnet wird.
while-Programm muss Werte X1, X5 in Ergebniswert fur X; Gberfiihren

P verwendet Hilfsvariablen Xz, X4, X5, Xg (schreibe L,R,Z,B) (B = Basis fur Zahlendarstellung)
1. Phase Stelle den Kode der Anfangskonfiguration her
Fur X3 = ng, X2 = np Kode von qp|™ LI "2
L=0 R=(11...101...1),,1 2Z=1
—_— ——

n n

2. Phase Schrittweise Simulation von M, durch Update der Werte fir L,R,Z, bis M Stopzustand gy
erreicht. Simulation stoppt fir Z=0

—~
3. Phase ~~~n (o ”l .. | LiIn~o~L]
e
L —_——

R
Extraktion der LAnge e der Strichfolge aus R und entsprechende Zuweisung von ein X;

Details

Phase 1: wie oben
BerechneR=1+1-B+1-B%+..-+1-Bd141.85+ ... 1 1.gXtX

loop-programmierbar

29
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P :=1;

S :=0;

loop X1 begin S :=S + P
P:=P *B

end

Phase 2: while Z>0 do (Einzelschrittsimulation)
if Zustand i, AF mit
then flihre Turingzeile gja; ... durch

Konvention: if ~ then _ fir if ~ then _else X; = X1

Detail: if Z=i and (R mod B)=j then (update)
(update) nach Fallunterscheidung: giajaj R/L/Ng-

FallR: ...qajl...
210 /359
4
R=RdivB L=L«B+j Zi=V
Fall L: 2109359
4
R=R-j+ ]
R=R*B + (L mod B)
L=L=+-B Zi=1

FalN R=R-j+j
Zi =1

Phase 3: Benutze Zahler fir iterierte Division von R durch B bis erstmals R modB =0
X1 :=0
loop R begin if R mod B > ® then X1 := X1+1 else R := 0; end
R := R div B
end

Satz 2.5: Aquivalent sind fir f : N" 0 N

e fist Turing-berechenbar
o fist goto-berechenbar

o fist while-berechenbar

while > goto ~ Turing

\/

while-Interpreter fir M

30



3 Unentscheidbarkeit

Erstes unentscheidbares Problem: Eingabe: Tupel (1, m) € N?
Frage: Gilt (n,m) = (n, BB(n))

Schon gezeigtBB(n) ist nicht berechenbar (Satz von Rado)
Wirwissen:f : N 0 N & G; = {(n, f(n))|semi-entscheidbar

G : BBist nicht semi-entscheidbas Vorherige Frage ist unentscheidbar

3.1 Wortproblem f Ur TM

SeiM TM UberZyoq, W € X

bool

e M:w— STOPfalls M angesetzt aufv stoppt
e M:w— vfalls M : w— stoppt unds ausgibt

e M:w— oofalls nichtM:w— STOP

3.1.1 Definition

Gegeben eine TNM, w € Zp0
Frage: GiltM : w — STOP

Satz 3.1: Das Wortproblem fiir TM ist unentscheidbar.

Mit Church-Turing-These (CTT)): Es gibt keinen Algorithmus, der zu jeder TM M UberZ = {0, 1} und
zu jedem Wort w € £* entscheidet, oo M : w — STOP

(Es gibt keine TM Mg die angesetzt auf das Paar (M, w) entscheidet ob M : w — S T OPxgilt.)

Vorbemerkung:
Kodierung von TM M als Woérter (iberZpgo. TM=(Q, X, T, o, gs, 6)
Q=1{1...,r} 2 = Zpool I'={1,...s}wobeil =_

gs der einzige Zustand, von dem keine Trans. ausgeht.

Kodiere Turingzeile z= (i, j, j’, R/L/N,i’) mit code(z) =0' 1 0/ 1 0/ 1 0 0/00/000 1 ¢ 11

Definiere Kodierung von M:

< M >:= coddz)...coddz) 1 wobei z; ...z alle Turingzeilen von M sind und qg ist der erste
Zustand der in der Kodierung auftritt

Eigenschaftenvon < M >

(&) < M > bestimmt eindeutig eine TM M Uber Zpqg
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(b) Es gibt einen Algorithmus, der zu W € Xpq0 Uberprift ob w =< M > fir eine TM M

(c) 111kommt nur am Ende der Kodierung vor.

Umformulierung: Es gibt keine TM Mo Uber o0 die zu einer Eingabe < M > w € X entscheidet,
ob M : w — STOPgilt

1 falsM:w— STOP

0 sonst

Beweis:
Ann. Es gibt eine TM Mg mit Mg :< M >w — {

fur alle TM M und alle w € EEOm

Modifiziere Mg zu M1 mit Eingabe < M >. M, arbeite wie folgt:

1. Stelleaus <M >dasWort < M >< M >
2. Arbeite wie Mgauf< M >< M >

3. Falls Mg :< M >< M >— 1 dann gehe M in eine co-Schleife

Zu 3) Falls Mg :< M >< M >— 0dann stoppe M;
Dann gilt fur alle TM M:

M1 :<M>>STOP © Mg:<M><M>-0

S M <M>>

Far M = M]_
M;:<M1>—> STOP= M;:< My >> oo~

Satz: Es gibt keinen Algorithmus, der zu jeder TWilbeZ = {0, 1} und zu jedem Wonv € X* entscheidet,
obM:w— STOP
»Das Wortproblem fiir TM ist unentscheidbar “

Bemerkung 1Der Satz Ubertragt sich unmittelbar auf jeden Progranfori@alismus mit dem man Turing-
machinen simulieren kann.
Also z.B.:

Gegeben ein Java-Progranthund Eingabedatek, terminiert P gestartet mi?

ist unenscheidbar.

Bemerkung 2 Algorithmus Uiber beliebige TM ware selbst durch TM ddiisée und wiirde somit Giber sich
selbst Auskunft geben.

Beweismethoddgzum Satz),Diagonalschluss “
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I
<M >+
w O
M T™ M
M w=<M >

Mo — My ,Diagonale umgedreht “
Herkunft; Cantor

Urform des Cantorschen Beweises

Instp

BA—- B

Beh. Menge der unendlichen 0-1-Folgen ist nicht abzahlbar
Ann. Es gibt derartige Abzahlung

Bo = boobo1boy. ..
B1 = bighb1ibio. ..

33
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34 KAPITEL 3. UNENTSCHEIDBARKEIT

B2 = bygboiboy. ..

Betrachtes := booby1bsy. ..
B von jedenmg; verschieden, fehlt somit in der Liste

Satz 3.2 (Uber Programmierformalismen f (r totale Funktionen):

Vorbemerkung:
Sei P ein Programmierformalismus mit Programmen Pg, P1, P2, ... mit

1. Jedes P; berechnet eine totale Funktion f : N - N

2. Es gibt einen Algorithmus, der zu i jeweils das P; herstellt und dann fiir Eingabe j den Wert
Pi(j) liefert.

Dann existiert eine berechenbare totale Funktionf, die durch kein P; berechnet wird.

Beweis:

Betrachte F : N — N definiert durch F(i) = P;i(i) + 1
F ist total, berechenbar (Vor. 2)

Zeige: F wird durch kein P; berechnet (dann fertig)
Annahme: Pj, berechnet F

Pi, = Fi, ® Pig + 14

3.2 Reduktionen und weitere unentscheidbare Probleme

WP: Gegeben TMM Uberz = {0, 1}, w € {0, 1}*
Wortproblem FrageM : w— STOP

HP Gegeben: TMM Uberz = {0, 1}
Halteproblem Fragem : ¢ - STOP?

AP Gegeben: TMM1, M, UiberX = {0, 1}

Aquivalenzproblem Frage: Berechnbh, M, dieselbe Funktiorf : * 0 _X*?

3.2.1 Ziel:

Neben WP sind auch HP udt® unentscheidbar

Vorbereitung: 1. Normierung des Bedfs ,Entscheidungsproblem *

2. Reduktion zwischen Entscheidungsproblemen

Zu 1.: Ein Entscheidungsproblem hat die FoRm= (Instp, Pos$), wobeilnsts die Instanzenmenge von P
ist

Pos die Menge der Instanzen, die die positive Antwort (ja) wagken.

Pos c Instp

Beispiel:
(a) Sprache L c X* bestimmt ProblemP = (Z*, L)
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(b) WP
Instyp: Menge der Paare (TM,Eingabewort)
Posyp: Menge der Paare (M,w) mit M : w — STOP

(c) HP
Instyp = Menge der TM M
Posyp = Menge der TM M mit M, - STOP

Definition 6 Fur Probleme P= (Instp, Pos), Q = (Insty, Posy) def. P< Q (, P auf Q reduzierbar®), falls
ex. eine berechenbare Funktion fnstr — Instg mit fir jedes x Inst, : X € Pog < f(X) € Pos

Lemma
Wenn P < Q und P unentscheidbar, dann auch Q unentscheidbar.

Anschauung;, P < Q“~ ,,Q mindestens so schwer wie P “

BeweisFormuliere Behauptung um zu folgendgquivalenzaussage:

GelteP < Q. WennQ entscheidbar, danR entscheidbar.

SeiAq eine Entscheidung fi@ (Entscheidung, ob fiy € Instg gilt y € Pogy)

SeiA¢ ein Algorithmus, derf : Instp — Instg berechnet mik e Pos & f(X) € Posy (*)
Gesucht: Entscheidungsal@e fur P

AP: Zu x € Instp wendeAs an, erhaltef (x)
Auf f(xX) wendeAg an, ibernehme dessen Antwort.
AP testet zix € Instp, ob f(X) € Posy

N— ——

oxePo

Also entscheidef\p das ProblenP 26.11.04

WP: TM lberz = {0, 1}, w € {0, 1}* Instyp = Menge der PaarBosyp = Menge der l,w) mit M : w —
STOP

HP: Instyp = Menge der TM libeE = {0, 1}

Posip = Mengeder TMM mit M : ¢ - STOP

Satz 3.3: HP unentscheidbar.
Beweis:
Nach Lemma genigt :WP < HP
Finde berechenbare Transformation (M, w) — M’ (von Instypnach Instyp mitM : w—> STOP o M’:
& —» STOPDefiniere M’ so, dass M’ folgendes tut (angesetzt auf das leere Band):
M’ schreibt w auf das Band, gehe auf den ersten Buchstaben von w zuriick, und arbeite dann wie
M.
Klar: f berechenbar, ebenso () nach Def. von M’

Folgerung: Das Entscheidungsproblem: gegeben Java-PRogpit Integer-Variablen:
Frage: TerminierP, initialisiert mit 0?
ist unentscheidbar

AP: Instip: Menge der Paare von Turingmaschinen er {0, 1}
Posip: Menge der Paaré;, M) von Turingmaschinen, wobéil;, M, dieselbe Funktiorf : £* 0 -ZX*
berechnenii1, M, ,aquivalent’).
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Satz 3.4: Ap ist unentscheidbar

Beweis:

Geniigt nach Lemma: HP < AP

Finde Transformation f (berechenbar), so dass f : M — (M1, M2) (Tm — (Paar von TM’en)) mit :
M:e—- STOP < M;, My berechnen dieselbe Funktion

Idee: M; I6scht Eingabewort (hat also leeres Band hergestellt) und arbeitet dann wie M, wobei bei
STOP noch .. gedruckt wird (dann Ausgabe das leere Wort &).

Bemerkung: M;j berechnet die konstante Funktion mit Wert g, falls M : ¢ - STOP

M1 berechnet die Uiberall undefinierte Funktion, falls M : &€ —» o

Wabhle als M, die TM gg U /0/1 LI N gs welche die konst. Funktion mit Wert &£ berechnet.

Also M :e—- STOP 4(:3 M1 M- berechnen dieselbe Funktion (namlich Konstante &).

Insgesamt: Trans. f berechenbar und erfllt (x) wie gewiinscht.
30.11.04

Ein TM-Problem ist ein Entscheidungsproblem= (Instp, Po$) mit Insts = Menge der Turingmaschinen
(mit Eingabealphabd0, 1})

Ein TM-Problem istichttrivial , wenn wedePos = Insts nochPos = 0

Ein TM-Problem hei3semantisch wenn die Mitgliedschaft einer TMM in Pos nur von der durchiv
bercheneten Funktion abhangt. (d\Miw, M, aquivalent= M; € Pos © M, € Po%))

Beispiel:

P1 = (Instrum, Po$,) mit Pos, = Menge der TM mit < 17 Zeilen (nicht semantisch)

P2 = (Instru, Po$,) mit Pos, = Menge der TM die totale Funktionen berechnen (semantisch)

Satz 3.5 (Satz von Rice): Jedes nichttriviale semantische TM-Problem ist unentscheidbar.

Beweis:
Sei f, die Uberall undefinierte Funktion.
Gegeben nichttriviales semantisches TM-Problem P = (Instry, Po$)
Fall1 Die TM, die f, berechnet, alle nicht in Pos

Fall2 Die TM, die f, berechnet, alle in Pos
Hier Fall 1 (analog Fall 2): Zeige HP < P, dann fertig.
Finde Transformation f : M—» M’ mitM : e - STOP & M’ € Pos
Wahle TM M;, aus Pos; diese berechnet Funktion H = f, (Fall 1).
Angabe von M’ aus gegebenem M
M’ | bei Eingabe w arbeite wie M auf leerem band (und bewahre das Eingabewort w, eventuell verschoben, a
Wenn M : ¢ - STOR arbeite anschlieRend wie My, auf w
Also f : M — M’ berechenbar.
PrifeobM:e > STOP & M’ € Pos

Da P semantisch ist, gilt

e Falls M : € — STOP berechnen M’, My, dieselbe Funktion, namlich h. Da My, € Poss, auch
M’ € Pos (beachte P semantisch).

e Falls M : &€ — oo, terminiert M’ nicht fiir beliebige Eingabe, also berechnet M’ die Funktion
f.. Wegen Fall 1 M’ ¢ Pos.

3.3 Drei unentscheidbare Probleme

1. Domino-Problem
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2. Postsches Korrespondenzproblem

3. Halteproblem fur goteProgramme (2-Zahler-Maschinen)

3.3.1 Domino-Problem

Beispiel:
Dominospiel Dg sei gegeben durch die Dominotypen
1
do =|3 3
2
2
d]_ =|3 3
1

Parkettierung der Z x Z- Ebene: ...dy dy d; dg ...
...0gdogdpdp ...
...dydydidg...
...0ogdgdodp ...

,Doistgut*

Beispiel: 1 2 3
D, enthalte dy = = 3 |dp=]1 1 (o =] 2

d
do
d d
d 4

.D1 ist nicht gut

Allgemein: Ein Dominospiel ist eine Folg® = (dyo,...,dk) von Dominotypend;, jedesd; ein Quadru-
pel von ,Farben“(hier Zahlen) der Fornu(, d;,, d;,, d;,) dil(N) W(di4) di2(O) di3(S)d;, = N(di),d;, =

O(d), di; = S(d), di, = W(d))

Eine Parkettierung ist eine Funktiarn Z xZ — {dp, ..., dk} mit 7(0, 0) = dp undO(x (i, j)) = W(x(i, j + 1))

S(n(i, j)) = N(=(i + 1, j)) (,))ezZxZ

D ist gut: & ex. Parkettierung (vo& x Z) mit D

Dominoproblem: Gegeben Dominospid). Frage istD nicht gut?
Satz 3.6: Das Dominoproblem ist unentscheidbar

Beweis:

HP <D

Finde eine Tranformation, berechenbar, f : M- Dy mit M : ¢ > STOP < Dy nicht gut
Ansatz zur Konstruktion von Dy:
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e Untere Farbfolge der zentralen Zeile der Parkettierung = Anfangskonf. von M

e Untere Farbfolge der Zeile darunter: ndchste Konfig von M

e USW.

Keine Dominotypen mit oberer Farbe, die gs (Stopzustand) enthalt.
M:e— STOP = Dy nicht gut
M:e—- o0 = Dy gut

Beispiel:
M:
G U 0 R q
Gt U 1 N o
G 1 1 L
@ 0 0 N 0
Konfigurationen:
PR (o s O R
PR o I (o /) IS
v (01 1) e
ceiee(02 0) 1 e
coee(gs0) 1 .
Parkettierung
- - do- - - - -
Yo- - -
Go- | Go- * * * *
0 1= -
0 .
0 a1
0 a1
al | ol
0 1
Lemma

Lauft M auf leeres Band angesetzt k Schritte, dann erlaubt M von eindeutiger Zentralzeile aus Parket-
tierung von k Zeilen, und untere Farbfolge der k-ten Zeile ist die M-Konfig nach k Schritten.

Also: M 1 g - o

M : & - STOP= Dy nicht gut.

= Dwm gut
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3.3.2 Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

Gegeben: ListX = (X1,..., %), Y = (Y1, ..., Yn VOn Worternx;, y; tber Alphabek

Frage: Hat (X, Y) eine LOosung, d.h. ex. Indexfolgg ..., ik mit X, ... X, = Vi, ...y (erzeugtes Wort heifl3t
Losungswort)

Modifiziertes PCP (MPCP) verlangt Indexfolge mit= 1

Beispiel:

X = (abbaaaab, a) Y = (ab,b,aad
X: abaaa aa

Y: ab aaa aaa

Ldsung: 1,3,3,2

Beispiel:

X = (ab,baa aba) Y = (aba aa, bag)
X: ab aba aba

Y: aba baa baa

Losung: (X, Y) hat keine spezielle Losung

Satz 3.7: Das Problem MPCP ist unentscheidbar
(Analog gilt: Das PCP ist unentscheidbar)

Beweis:

Zeige WP < MPCP

Hierzu finde berechenbare Transformation (M, w) — (Xmw, Ymw) MitM : w — STOPS (Xpmw, Ymw)
hat Losung

Idee fiir Konzeption von Xmw, Ymw: Aufbau des Losungswortes als Folge der Konfigurationen von
M, angesetzt auf w

Beispiel:

M:gpabRQ
qibbRQ
G- bLQs

w=ab
TM-Berechnung (Folge der Konf.wdrter):
#qpabitboy bbb #bgsbb#

XM,w YM,w

# #qoab# | 1. Herstellung der Anf.Konf.
gha |bag 2. Konfig.-Update

b b

# #

b | b

cCp.|Qgsch Fir c € T (Arbeitsalphabet)
Cp#|gsCh#

gscC s

Os Os

b gs s

gs# # | #
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STOP
Konstruktion zeigt: M :w — = Aufbau eines Ldsungswortes ist eindeutig, reproduziert
(ee)

TM-Berechnung und erlaubt Herstellung des gleichen Wortes im Fall M : w - STOP

Dominospiel Dy fir TM M = (Q, %, T, qo, 6, Qs)

3.3.3 Halteproblem f (r goto ,-Programme (2-Z &hler-Maschinen)

Gegeben: ein gogeProgrammP (Variablen X1,X2+1,-1,Sprung)
Frage: StoppP, gestartet mit Wert O fur X1,X27? — HP (gotp

Satz 3.8: Das Halteproblem fiir goto,-Programm ist unentscheidbar

Beweis:
HP < HP(gotw) % HP(got®) Zu (a) Finde berechenbare Transformation TM M — gotg—Programm
a

PumitM:e—->STOP< Py :(0,0,0,0)—> STOPR
Die TM M habe Zustande qp, ..., s, Arbeitsalphabet " = {0,1,...,9} (0= L)
Idee fur Simulation von M duch Py, benutzt Darstellung der TM-Konfiguration ... 00031¢;208800Q . .
durch Py-Konfig: ( l; ,8802, 317, 0 , 0 )
N . —— — T S— T N—
Zeilennummer X1 X2 X3 X4
Allgemein fir |I') = m benuzte m-adische Darst.

Update der Konfiguration unterschieden nach Linksschritt, Rechtsschritt, stationarer Schritt der TM.
Hier z.B. Linksschritt ¢ 2 5L g

Neue Py -Konfiguration ||(1j, 88057 31)

Mit Zeile l; beginnt folgender Programmabschnitt in Py:

e priife, ob 8802 mod 10= 2

e in diesem Fall: X2 := X1-2
X1:=X1+5
X1:=x10
X1:= X1+ (X2 mod 10)
X2 := X2div10 Sprung nach I
X3, X4 als Hilfsvariablen.

Zu (b) Gesucht: Simulation eines gotos-Programms P durch goto,-Programm P’
Idee: Darstellung der P-Konfiguration (i, ky, ko, ks, ks) in Form (i’, 2k . 3% . 5k . 7ks ()
Simulation von Xj = Xj +1 — X;:=X; x3

X1div3 X3 mod 3=0

X1
if Xj = 0 goto i else goto i2 — analog mit Test X; mod 3= 0

Xj = .—l g
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3.4 Universalit at und Vollst andigkeit
14.12.04

Turingmaschine als Prazisierung des Algorithmenlfisgermoglicht Idee vopAlgorithmus auf Algorith-
mus‘.

Technische Umsetzung: TM mit EingabecoddM;)
Realisierung in Informatik:

1. Compiler (Programmibersetzer)

2. Universalprozessor in von-Neumann-Rechner
Prozessor: Algorithmus der
e auszufiihrendes Prograntn
e Eingabedatem fir P

Erste konzeptuelle Realisierung durch Turing 1936 anhandKddierung des Wortproblems:
Lwe = {coddM)W|M : w — STOR

Bewiesenlyp nicht entscheidbar.

Satz 3.9 (Turing): Lwp ist (Turing-)semi-entscheidbar.

Beweis:
Beweis erfordert Konstruktion einer ,universellen Turingmaschine“U mit

U:coddMw — STOP VM

Miuhsame Konstruktion im Detail.

U ~ Prozessor
coddM)w ~ ausgefiihrtes Programm P Eingabedaten D

Analog: Kodierung Lyp = coddM)|M : £ — ST OPTuring semi-entscheidbar und Turing-aufzahlbar.

Anordnung der Sprachen mit <
L entsch. = L < Lwp, aberLwp £ L

Satz 3.10: L aufzahlbar= L <Lwp

Also ist Lyp vollst &ndig fur Klasse der aufz. Sprachen bzgl. <.
Formal:

1. Lwp aufz.

2. Laufz.= L<Lwp

Beweis:
Gegeben L aufz., etwa mit TM M,sodass M :w— STOP & welL
Finde Transformation w — cod€My,)u, mit we L < coddMy)uy € Lwp

M:w—STOP Mw:Uy—S TOP

Setze einfach My, = M, uy, =W
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4 Komplexit atstheorie: Grundlagen

4.1 Zeitkomplexit at

Berechnungsaufgabe gegeben, z.B. reprasentiert duretSgraché. C **
(Gegebenw € ¥*, entscheide olw € L)
Frage: Kriterium fur Effizienz einer algorithmischen Losung?

Problem 1 Theoretisches Modell der Turingmaschine angesné@s

Problem 2 Genaue Def. von Zeitaufwand.

Zu Problem 2 Messe die (Zeit-)Komplexitat durch Anzahl der Schritteegi TM in Abhangigkeit von
EingabegrolRe (Wortlange)

Zu fester Eingabelangenehme die maximale Schrittzahl fir Eingabeder Langen (Worst Case).
Erhaltet : WN_/ - N

N——
Eingabelange  max. Schrittzahl

Unterscheide die Funktionnur hinsichtlich asymptotischer Wachstumsrate.

Definition 7 Zu g: N — N sei g) die Klasse der Funktion fN - Nmitdc>0 dnyg Yn>ng f(n) <
c-g(n)
Typische Funktionen g n, log(n), nlog(n), n?, 2", ...

Definition 8 TM M terminiere fur jede Eingabe w.
M heil3t Qg(n))-zeitbeschrankt, falls folgende Funktion f z(gM)) gehort:
f(n) = maxm| ex. w mitw| = n, M auf w lauft m Schrittg

Beispiel: o
Sprache L = {a'b'|i > 1}
4 a a a b b b p

M]_Z

1. ein Durchlauf (Rickkehr zum 1. Buchstaben) fir Test, ob Eingabe aus a-Block gefolgt von b-Block
besteht.

2. falls bei Durchlauf sowohl a’s als auch b’s vorhanden, I6sche jeweils erstes a und letztes b.
Prife, ob Restwort

e a’s und b’s hat — weiter

e nur a’s hat —» ,nein*
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e nur b’s hat —» ,nein*

e kein a, keinb — ,ja*“

n = Lange der Eingabe

Zeitaufwand fiir Phase 1: O(n)

Zeitaufwand fiir Phase 2: Anzahl der Durchlafe < | 5
[genauer insgesamt 2n + 2(N—2) + 2(N—4) + - - - + 2]
Schrittzahl insgesamt O(n?).

My ist O(n?)-zeitbeschrankt.

pro Durchlauf < 2n Schritte.

Alternative:

Ma: streiche jeweils jeden 2. Buchstaben.
Dann pro Durchlauf O(n) Schritte.

Anzahl der Furchlaufe O(logn)
Gesamtaufwand O(nlogn)

Probleme

1. Finde moglichstféiziente Losung

2. Finde untere Schranken fuffizienz.
17.12.04

M, zum Test, otw € {a'bl|i > 1}

1. Test, ob Eingabw die Forma'b!; wenn nicht, stop mitnein*

(*). prufe, ob< eina und< einb vorhanden; in diesem Fall stop mit entsprechender Antwort.
2. streiche jedes zweigeund jedes zweité

fuhre Test (*) durch

sonst: falls entweder nur letztader nur letztes gestichen, stop mjmnein“sonst zuriick zu 2.

Modifikation des TM-Modells: O flline-TM

Definition 9 Eine Qfline-TM hat 2 Bander (Eingabeband zum Lesen und Arbeitstzamd Lesen und
Schreiben) und Anweisungen folgender Form:

pabb L/N/RL/N/Rq

In Zustand p mit a auf Eingabe- und b auf Arbeitsband, druclsdit b, bewege Eingabe- und Arbeitskopf
gemal 5. und 6. Komponente und gehe in Zustand g.
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/J alu| Eingabeband

\‘ b | L ‘ Arbeitsband

Ms (Offline-TM) entscheideta'b'|i > 1} in Zeit O(n)

1. Test, ob Eingabe die Forahb! hat (©O(n))

2. Kopiere beim Lesen voal dieses Wort auf Arbeitsband
Beim Lesen vorb! 1osche auf Arbeitsband nach links gehend, fiir jedes gakdsein a.
Akzeptiere bei gleichzeitigem Erreichen von

GesamtlaufzeitO(n)

4.2 Klassen P und NP

Motivation fur P: Prazisierung voyl ist effizient entscheidbar “
TM M ist polynomial zeitbeschrankt, falls ex. Polyngafn) so dassvl O(p(n))-zeitbeschrankt ist.

Bemerkung  Aquivalente Bedingung: ek > 0 so dassVl O(nK)-zeitbeschrankt ist.

Definition 10 P = Klasse der durch polynomial zeitbeschrankte TM entstizeah Sprachen.

Beispiel:
1. L={abli=1 LeP

2. Lp = Menge der nat. Zahlen in Darstellung, die Primzahl sind.
Probieralgorithmus (fur alle Teilerkandidaten):
Erzeuge sukzessiv alle Zahlen < Eingabe (bzw. +/Eingabe) und fiihre Division durch.
Anzahl der Teiler in der Lange n der Eingabe: 2". fiir kein k 2" € O(n).
(Es ex. eine O(2")-zeitbeschrankte TM)
inzwischen bekannt: Lp € P

21.11.04

P und NP P = Klasse der durch polynomial zeitbeschrankte TM entstizieh Sprachen

44



KAPITEL 4. KOMPLEXITATSTHEORIE: GRUNDLAGEN 45

These von Cobham und Edmonds: P enthalt (ziemlich) genau die algorithmischen Problemie, d
praktisch losbar sind.
Argumente dafur:

1. Erfahrung mit polynomial zeitbeschrankten Algorithhme
2. Qualitatssprung gegeniiber exponentiellen Laufaeite

3. Bezug auf Turingmaschinen ist unwesentlich
Praziser: Liegt ein polynomial zeitbeschrankter Algfumus fur irgendein sequentielles Standard-
Rechnermodell vor, so ex. dafur auch polynomial zeitbesttie TM.

Einwande:

1. Aufgrund der Beschleunigung der Laufzeiten mit Entwick] neuer Hardware verwischt die Unter-
scheidung polyr.nicht polyn.
Nein: Behandelbare EingabegrofRen bei fester Rechenzeit urthiBasigung der Hardware um Fak-
tor 1000:
im Fall O(n?): 30 fache EingabegroRe
Im Fall O(2"): bisherige Eingabegroflze10

2. Es gibt Abstufungen , die die Unterscheidung aufweichen:

e Polynome hohen Grades — mit gro3en Kimenten

e Exponentialzeit-Algorithmen (worst case) mit besseregofithmus im Durchschnitt (Simplex-
Verfahren)

Probleme mit groRem Suchraum

Beispiel:

Primzahlproblem (wie zuvor)

Fir (Dualzahl-) Eingabeldnge n

Test fur alle Teilerkandidaten (Anzahl 2"), jeweils Division effizient.

Beispiel:

COLOR(3)

Gegeben: Endl. unger. Graph G = (V, E)

Frage: Ex. 3-Farbung von G, d.h. ¢ : V — {1, 2, 3} mit c(n) # C(V) fur (u,v) € E

Probieralgorithmus testet alle 3" viele Farbverteilungen ¢ und Uberprife jeweils, ob korrekte Farbung
vorliegt.

Zusammenfassung dieser Probleme in Klasse NP
Vorbemerkung:
Vorbereitung: Relation R € X* x I'* heil3t polynomial entscheidbar, falls TM von Konf. g, u U Vv die
Entscheidung ,(u, V) € R“liefert in Laufzeit P(Ju| + [v|) mit Polynom P

Definition 11 L € NP :e ex. polynomial entsch. Relation ® X* x I'* und Polynom ¢n), so dass we
LAv(vV < g(w)) A (w,V) € R)

» Teste Mitgliedschaft von w in L mit Probieren aller Losukeysdidaten v, deren Lange polynomial ifd
beschrankt.
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Bem. Zumeist gentigg(n) = n

Beispiel:

COLOR(3)

Gegeben: Ungerichteter Graph (V, E)
N——

Frage: Ex. eine 3-Farbung von G, é;.h. eine Partition von V in V1, Vo, V3, so dass fir (u,V) € E gilt u,vin
Verschiedenen V; n=|V| Farbverteilung ist Wort der Lange n Giber Alphabet I" = {1, 2, 3}

Nichtdet. Algorithmus erzeugt die 3V! vielen Farbungen nichtdet. in n Schritten. Probieralgorithmus:
Uberpriife alle Losungskandidaten v (Anzahl: [[]%") und teste jeweils, ob (W, V) € R

Bem.: Ist R durchp(n)-Zeitbeschr. TM entscheidbar, so isberpriifung von (w,v)
inZeit  p(w +q(w))  maoglich.
N— ———

also polynomial inw

Definition 12 Nichtdeterministische TM (NTM) ist wie zuvor definiert, kgedoch fur(g, a) € Zustands-
menge Qx Arbeitsalphabel” mehrere Turingzeilen enthalten.
Zu geg. Konfiguration K existieren dann gegebenenfalls aretiolgekonfigurationen.

Zu Eingabew und Anfangskonfgow erhalte Konfigurationsbaum

Ko = oW

K/ \K
/N

NTM heif3tt(n)-zeitbeschhrankt, falls jeder Zweig des Konfiguratianghs endet nack t(n) Schritten,
jeweils fur Eingabev der Langen
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Qo 0

t(n)

NTM akzeptiert Eingabewont, falls fiir > eine Stopkonf. des Konf.baums wdas Ergebnis 1,ja") lautet.

Beispiel:
NTM wandelt ein Wort |" in alle Bitworter der Lange num.

Qollll

00000f; 00001, 1111746

Definition 13 L € NP :< ex. polynomial zeitbeschrankte NTM, die w akz. gdw.lw

Satz 4.1: Beide Def. von NP sind aquivalent

Beweis:

Zu p(n)-zeitbeschrankte NTM M finde g(n) und polynomial entsch. Relation R gemaR 1. Def.

M entscheide L (w,Vv) € R ;& v ist eine Konfigurationsfolge #gow#...#...9s1 U ... # von M zu
Eingabe w

M akz. w © Av((w, V) € Rund Schrittzahl in vist < p(n))

M < (W + 2+ p(Iw))) - p(n) = g(n)
11.1.05

Beispiel (SAT (Satisfiability, Erf  Ullbarkeit aussagenlog. Ausdr ticken (boolesche Ausdr (icke)):
Aufbau der Formeln:

e Aussagenvariablen X0, X1, X10, X11,... Ximiti in Binardarstellung

e Junktoren: =, A, V

Bsp: (X1V =X1) A =X11

Fir Ausdricke ¢(X1, ... Xn) ist eine Belegung einer Funktion B : {X1,...,Xn} — {0, 1}

B erflllt ¢(X1, ..., Xn), wenn bei der Substitution von Xi durch B(Xi) mit Gblicher Auswertung von ¢ der
Wert 1 sich ergibt.

@ erflllbar, falls ex. Belegung B, die ¢ erfillt.
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48 KAPITEL 4. KOMPLEXITATSTHEORIE: GRUNDLAGEN

SAT: Gegeben:aussagenlogischer Ausdrugk
Frage: ist ¢ erfullbar?

Beispiel:
(X1 v =X1) A =X11ist erflllbar, mit folgendem B:  B(X1) = Ound B(X11)=0

Bemerkung:

SATe NP

Angabe einer polynomialzeitbeschréankten NTM M
M lauft durch Eingabe und ersetzt jedes X durch 0 oder 1 (nichtdet.)

o 0 0.0
A 000
o 000

—~ > X X
- ~> IO

Dann wird deterministisch tberprift, ob

o flr gleiche X-Indizes gleiches Bit gewahlt

e bei Auswertung Wert 1 herauskommt.

Im folgenden wird als Eingabe fur SAT angenommen, gassKNF (konjunktiver Normalform) vorliegt.

KNF:

@=C A+ ACnp ¢ Klausel
C=litVv--Vlp ljj Literal
Iij = xkodelhj = =Xk Xk

Duale Form: DNF (disjunktive Normalforny) =d; v --- Vv dy,
di=liz Ao Al

Klar: PC NP PSS NP?
P = NP wilrde bedeuten: Zu jedem Probieralgorithmus existiereffizienter Algorithmus.

Teilldésungen: Die allgemeine Frag & NP? kann man auf Studium konkreter Beispielprobleme reduzie-
ren.
PSNPo SATeENP\P (SAT¢ P)

Bemerkung:
SATe NP
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* HP * SAT
Semi-entsch. NP
Entsch. P
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5 NP-Vollst andigkeit

Problem kodiert durch Spracle| Gegebenw € x*
Fragew e L?
Vergleich der Komplexitat von Sprachén € X7, L, € X5
L1 < L, (L1 polynomzeit-reduzierbar alf): <
ex. eine polynomzeitberechenbare Funktfonz] — 2> mitwe L; & f(w) e Lo (%)
f . ] — X} polynomzeitberechenbar gdw. es ex. polynomzeitbeschrdieM berechnet.

Bemerkung:
L, <p Lo,LoeP=>L1eP

Beweis:

Sei M¢ TM die f berechnet, p(n)-zeitbeschr.

M, TM die L, entscheidet, q(n)-zeitbeschr. p, g Polynome
Folgende TM entscheidet L1: Aus w € X7 stelle mit M f(w) her.

Auf f(w) wende M an und tibernehme Antwort, wegen () korrekt.
Zeitabschatzung fir M; (angenommen My liefert neben f(w) nur L)
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M1 :w v f(w) in Zeit p(jw])
f
[f(W)] < Wl + p(jwi)
f(w) i Ja/Neinin Zeit g(lw + p(w))).
2
Zeit: p(wi) + q(Iwl + p(jwi))
Definition 14 Lo NP-vollstandig:s

1. LoeNP
2. furalleLe NP: L <p Lo

Satz 5.1 (Cook,Levin 1971): SAT ist NP-vollstandig
Bemerkung:
Sei Lo NP-vollstandig. Dann P S NP < Lg ¢ P[Lg € NP\ P]

Beweis:
& trivial

= Zeige aquivalente Aussage Lo € P = P = NP genlgt beh. NP C P unter Vorauss. Lo NP-
vollst., Lo € P
SeiLe NP L<pLgNachBem.LeP

Genauer:

1. SATe NP

2. f.alleLe NP L<, SAT
LicXl, Lo
L1 <p L2 & ex. polynomzeitber. Funktioh: £] — X mitwe L & f(w) € Lo f. allew € X}
Beweis:
Finde polynomzeitber. Funktion f : ¥* — Xg . mitw € L & f(w) e SAT f. alle
S e

f(w)ist erfullb. aussagenlog. Ausdruck
wex*

Ysat = {X 0,1, A, V, (,)} Umformulierung der linken Seite: Benutze Vorraussetzung L € NP.
Wahle NTM M = (Q, X, T, do, gs, A) zeitbeschr. durch Polynom p(n)

we L & ex. M-Konfigurationsfolge Ko, Ky, ..., K mit Ko = qow
Ki;1 entsteht aus K; vermdge A, K, akzeptierend
R < p(wi)

Reprasentation der Konfigurationsfolge durch Matrix

14.01.05

p(w)-1... -2 -1 0 1 2 3 4 5 ... p(w)+1 p(—w—)+2
0 U U Qo Qi &, & U U # < Ko
1 ¢K1
Os 1 U
g 1 U
p(Iwi)
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52 KAPITEL 5. NP-VOLLSTANDIGKEIT

Kopiere akzeptierende Konfiguration fiir nachfolgende Zeilen. Eintrage aus der Menge C = TUQU{#}

Also: w € L & ex.| x J-Matrix wie aufgegeben mit:

1. Zeile reprasentiert Konfow Zeilenwechsel gemar TMI ex. Zeile mit Segmerds1L
I ={o,..., p(wi)} J={-p(w) - 1,...., p(w) + 2}
Fuhre fur , j) € I x Jundc € C Variablex; j ¢ ein (wahr fallsc an Postition i j) steht)

Ziel: Aufbau eines Ausdrucksg,,, der die Existenz einer Matrix mit diesen Eigenschaftemidiert.
[ Setze danrf(w) := @]

dw = Pkonsistent\ Panfang/\ Piibergang\ Pende

YPkonsistent- /\ \/ Xi,jc A /\ /\ (X, j.c A Xije)
~—— —————

(i,j)elxJ ceC (i,j)elxJ c£c’ X VX o

@anfang: Xo,—p(w).# N Xo,—p(w).u A - A X000 A X018, AN Xonstu A A Xop(w)+1u A Xo,p(wl)+2,#

W=a...q,

Yende- \/ (Xi,j,qs A Xij+1,1 A Xi,j+2,u)
(i,j)elxd

Zu Uberganglllustration filr einen R-Schritpa & R q
pab bpa
aqb analogfurpadLg gbd

2 x 3-Matrix UberC heil3t zulassig, falls in Matrix z# als Submatrix formal moglich.

Pubergang- A \/ Xijco N Xijj—1,c0 N Xij+lcs N Xi+1

Moc o o .
Zulaessig
Cq4 Cs

18.1.05

Xij.c "Aus Pos. {, j) stehtc”
(Xt AX2) V(X3 A Xa) & (X1 V X3) A (X2 V X3) A (X1 V Xa) A (X2 V Xa)
wendedurch Erganzung voM durch Testschritte am Ende reduzierbar auf Form

\/ Xi,j,QS

@i.j)

ow in KNF notierbar.
Abschatzung der Lange vong,,: Lange vonx; jc < 2 + 2(log(p(jw]) + 1)
Jede der Formel@yonsistent Panfang Pende Piberganghat Langgl| - |J| - const- g(jwl) insgesamt polynomiale

. eine Var.
Lange.
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KAPITEL 5. NP-VOLLSTANDIGKEIT 53

FleiRarbeit zeigtw — ¢\, polynomzeit-berechenbar durch TM. Weitere NP-vollstgadProbleme: SAT(3),
COLOR(3).

Methode: Um zu zeigen, dakg NP-vollst., genugt es, zu zeigen:

1. Loe NP

2. Fur geeingete NP-vollst. Sprachegilt: L1 <, Lo

Dann:VL € NP L<p L1 <p Lo
N——

<p

SAT(3): Gegeben:KNF-Ausdrucke mit je 3 Literalen pro Klausel.
Frage: Ist ¢ erfullbar?

Satz 5.2: SAT(3) ist NP-vollstandig.

Beweis:
1. SAT(3) € NPklar, da Spezialfall von SAT

2. SAT<, SAT(3)

gesucht: Transformation KNF-Ausdruck ¢ mit ¢ erflllbar & ¢’ erflillbar und polynomzeitbere-
chenbar.

Ansatz flr Transformation: Klausel I1 V - - - v Ig(k > 3) zu transformieren in Konjunktion von Klauseln
mit je 3 Literalen.

Es ergibt sich aus ¢ ein 3-KNF Ausdruck ¢’
Benutze fir Umformung von |1 v - - - Vv Iy Hilfsvariablen y1, ..., Yk_3

v Vg (IaVvIaVy) ARy VIBVY2) A A(=Ykea V2 VYes) A (Yk-3 V k-1 V k)
Satz 5.3: COLOR(3) ist NP-vollstéandig

Beweis:
1. COLOR(3) € NP (gezeigt)

2. SAT(3) <p COLOR(3)

Zu finden: polynomzeitberechenbare Transformation: 3-KNF Ausdruck ¢ — Graph G, = (V,;, E,) mit
¢ erfillbar & G, 3-farbbar. Sei ¢ = ¢y A - -+ A Gy, vorkommende Variablen:xy, . .. X

¢ hat Form (lij Vo V i3 Iij = X, oder = =Xy
G, hat zwei Knoten A, B, X1, X1, . . ., Xn, =Xy Weitere 6 Knoten je Klausel. ¢ : (X1 V =X V X3) A (=X V
Xo V = X3
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54 KAPITEL 5. NP-VOLLSTANDIGKEIT

X3

21.1.05

Von der Graphenfarbung zu erfullender Belegung: oBdAbEa auf A, 0 auf B Sicherzustellen: kein
Klauselgraph ist an Literalknoten mit dreimal Farbe O angelen. Sonst:

o)
5o

3 B?

Zum ProblemCLIQUE .
Gegeben: Grap, Zahlk

Frage: Existiert Clique der Grofken G d.h. eine Menge vol Knoten, die paarweise untereinander durch
Kanten verbunden sind.

Satz 5.4: CLIQUE ist NP-vollstéandig
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Beachte:CLIQUE # CLIQUE(K)

CLIQUE(K): Gegeben: Grapt
Frage: Ex. Clique der Groflein G?
Ub: CLIQUE(K) ist durch polynomzeit-Algorithmud I6sbar, also in P.

Beweis:
Zeige 1. CLIQUE € NP, 2. SAT(3) <, CLIQUE

Zul.

Zu 2.

Rate Teilmenge der GroRRe k
Uberpriife, ob Clique vorliegt.

Definiere Transf. 3-KNF-Formel ¢ — G, k¢

¢ erfillbar & G, hat Clique mit k, vielen Knoten.

¢ = Gy, K

=X VXLV X3)A (=X VXV =aX) A (=X V X2 V X3)
kK, = 3 (Anzahl der Klauseln)

X1 =1 X2 =1 X2
\
X1 X1
X1 X2
X3 X3

Knoten: Vorkommen der Literale
Kanten: jeweils zwischen Knoten, aul3er

- gehoren zu gleicher Klausel

- untereinander komplementér

Erflllende Belegung liefert Clique mit 3 Knoten und umgekehrt Dreierclique liefert erfillende
Belegung.

5.1 Platzkomplexit &t

Ideefur TM: Zahle die Anzahl der besuchten Felder wahrenéeBerechnung.
Unterscheide Feldzudfe zwecks Lesen der Eingabe und Feldztiign zwecks Rechnung.
Offline-Turingmaschine (Lese-) Eingabeband
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56 KAPITEL 5. NP-VOLLSTANDIGKEIT

W] w [ [s] cngaenans

endl. Kontrolle

\1 | ‘ Arbeitsband

Befehlzeile:p &g by L/R/N by L/R/N g

Im Zustand p mi; auf Eingabeband-Feldh, auf Arbeitsbandfeld. Bewege Kopf auf Eingabeband, drucke
auf Arbeitsband, bewege Kopf auf Arbeitsband gemaR deérfalgenden Komponenten und gehe nagh
25.1.05

Beispiel:

L = {a'b'|i > 0} Offline TM notiert in Binardarstellung jeweils die Anzahl der bisher gelesenen Buch-
staben a (fur jedes a Erhdhung der Bindrzahl um 1) und substrahiert anschlie3end fir jedes b um 1.
[logn]+1

Beispiel:

Erreichbarkeitsproblem tber gerichteten Graphen

Kodiere G = (V, E) durch Kantenliste, Knotennamen sind Binarzahlen.

Gegeben: G, Knoten st

Frage: Existiert in G ein Pfad von snach t?

Nichtdet. Offline-TM entscheidet dieses Problem mit Platzverbrauch 2log|V| + 1

Ansatz: Raten eines Pfades von s nach t durch sukzessives Notieren von Knotennamen auf dem
Arbeitsband (jeweils Test, ob gliltige Kante erzeugt vom letzten Knoten aus und ob t erreichbar ist).
Zunachst Platzbedarf |V|.(log|V| + 1)

Verfeinerung: Uberschreiben des jeweils vorletzten Knoten durch den neubesuchten. Platzbedarf: 2 -
log|V|+1

Notationen DLOG = Klasse der Sprachen die durch DTM an Plaflog(n)) entschieden werden kdnnen.
(L von Bsp. 1 gehort zu DLOG)

NLOG analog fur NTM. Sprache der Kodierung des Erreichbigskroblems gehort zu NLOG.
(D/N)SPACE analog fur Polyormp(n) an Stelle log)

Satz 5.5 (Vergleich von Platz- zu Zeitkomplexit  at): Eine f(n)-platzbeschrankte Offline-TM kann durch
eine 29(")-zeitbeschr. TM simuliert werden.

Ansatz: Abschatzung: Anzahl der verschiedenen moglichen Korditipnen der gegebenen TM
M-Konfiguration auf Eingabewonv der Langen: { Zustand, AF des Eingabebandes , Beschriftung des
Arbeitsbandes, AF des Arbeitsbandes.

Bei Zustandsmeng®, Arbeitsalphaber ist die Anzahl< |Q|- (n+ 2) - [T|f™ . f(n) e 20(F(M)

Termination muss innerhalb dieser Schrittzahl erfolgemgs Konfigurationswiederholung, Zyklus).

Bemerkung:
Eine f(n)-zeitbeschrénkte TM kann durch eine f(n)-platzbeschrankte (Oflline-)TM simuliert werden.

Zur Klasse PSCPACEVorbemerkung (Satz von Savitch) Eine polynontéh)-platzbeschr. @line-NTM
kann durch ein®(p?(n))-platzbeschr. @ine-DTM simuliert werden. Folglich ist der Bezug auf Distichtdet.
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in Def. von PSPACE unwesentlich. Unterstelle von jetzt avDT
Bem.P C NPC PSPACE

*QBF
*S AT PSPACE
NP
P

Zum Problem QBF Quantifizierte Boolesche Formeln (in pranex-Normalfohapen die FormQ;x1Q2xo . . . QnXne(X1,
mit Q; € {d¥}¢ aussagenlog. Formel.

Axy besagt "es ex. Wahrheitswert (0 oder 1) so dasshr wird, wenn dieser fi; eingesetzt wird.”

Ay x...) e w(...0...)vye(..1...) Analog firVY mit A an Stelle vonv.

Bemerkung:

In QBF in préanex-Normalform wird keine Belegung flr X, ..., Xabendtigt, um Wahrheitswert zu er-
mitteln, Formel ist selbst wahr oder falsch.

lllustration (X, ...Xn) aussagenlog. Formeln bendétigt Belegung Xz ... IxXae(X1 ... Xn) ist wahr
& o erfillbar.

falsch & ¢ nicht erfillbar.

QBF-Problem: Gegeben QBR.

Frage: Isty wahr?

Bemerkung: Spezialfalldx; ... Ix,¢(X1 . . . X,) ist das Problem SAT.
Beispiel:

X1 3% ((X1 V X2) A (=X V =X2)) wahr. (Zu X, wéhle X2 = =X;)
AxVxo((X1 V X2) A (=X V =X)) falsch.

Lésung von QBF in polynomialem Platz.

Auswertungsalgorithmus bei Eingabe ¢ =

o Falls keine Quantoren in ¢. Werte ¢ aus.

e Falls ¢ = AXY(X1...), rufe alg. wieder auf fir (0,...),¥(1,...) und fihre Ergebnisse mit v
zursammen.

e Falls ¢ = VXy(xq...), rufe alg. wieder auf fur ¢(0,...),¥(1,...) und fiihre Ergebnisse mit A zur-
sammen. Platzbedarf fur Hilfsspeicher (Stack) der Lange c - n (n Anzahl der X;) also polynomial
platzbeschr. in ||
lllustration:  3AX1YXo3X3 (X1, X2, X3)

N i

(X2VX3)A—X1

vOAOVO
vVOAOVF1
vVOAOVFW

Verwaltung der Zwischenergebnisse in Stack der Ldnge < 3-n
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DLOGC NLOGCc PCc NPcC DPSPACE

Satz 5.6 (Platzhierarchiesatz): Sei f(n) > log(n).
Es gibt ein Problem, das durch eine f2(n) platzbeschrénkte det. TM entschieden wird, aber nicht durch
eine f(n) platzbeschrankte det. TM.

Korollar: DLOG ¢ DPS PACKsonst ist nichts bekannt!).

Satz 5.7 (Savitch):
DPSCPACE= NPSPACE

Deshalb wird in der Literatur nur PS PACEverwendet.
Beweis:
Wir zeigen: Zu jeder durch p(n) platzbeschrankten NTM M existiert eine p(n)? platzbeschréankte
DTM M’ mit Yw we L(M) & we L(M).
Sei M eine p(n) platzbeschrankte NTM.
Wahle ¢ = |Qm| - n- p(n) - ICmIP™ Das ist die Anzahl der mdglichen Konfigurationen bei Eingabe w
der Lange n.
Falls M w akzeptiert, dann ist das in < ¢ Schritten moglich.

Seikg die Startkonfiguration voM; M’ Uberprift fur jede Stoppkonfiguratidnob M : kg T Ks.

<2m . . :
Wahlem so, dass™ > c¢. Dann gillt M “{ ks o. Dies wird rekursiv Uberprift.
Algorithmus fur M’:
Eingabe: Woriv der Langen

1. Berechne
2. Seiky die Anfangskonfiguration. vom

3. Fur jede mogliche Endkonks Uiberprife olR(K, ks, €)
Falls einmal =1 "akzeptierew

Prozedur R:
Eingabe: Konfigurationeh, kp, Zahli;
Ausgabe: 01

a) Fallsi = 0 Uberprifek; = ko bzw. M : kq ! ko, Falls ja— Ausgabe 1.
b) Fallsi > 1: Fur alle Konf.k von M: FallsR(ky, k,i — 1) = 1 undR(k, ko, i — 1) = 1 dann— Ausgabe 1

c) Ausgabe 0

Der Algorithmus ist korrekt.

Platzverbrauch: Jede Konfiguration voM :< p(n) + 2log(p(n)) + log(Q|) € O(p(n)) viel Platz.
Vor jedem Argument vomRin Zeile (b) mussky, ko, i undk gespeichert werder O(p(n)) viel Platz.
Die Anzahl der rek. Aufrufe ist beschrankt dunck: [log(c)] € O(p(n))

Insgesamt Platzkomplexit&@(p(n)?)
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5.2 Approximationsalgorithmen:

Problemtyp: Optimierungsproblem (statt Entscheidungsipm)

Beispiel (Cliquenproblem):
Gegeben: Graph G = (V, E)
Gesucht: moglichst grolRe Clique in G
Zulassige Losungen: Cliquen (Teilmengen M C V die Cligue bilden).
Der Wert von M : ¢(M) ist zu maximieren.
Allgemeine Fassung: (Version Maximierungsproblem): Zu Eingabe sind zuldssige Losungen definiert
(M).
M hat jeweils Wert ¢(M) (Hier Wertebereich N).
Gesucht ist Losung maximalen Wertes.
Zu Eingabe berechnet ein Approximationsalgorithmus eine zulassige Losung M.
Vergleich mit Wert ein(f/lr )L("')sung Mo maximalen Wertes.
0

Approximationsgtite: ) < 1+€

Falls % < 2: Gefundene Ldsung hat Wert mindestens der Halfte der optimalen.

Allgemeines Ziel:  Finde Algorithmen, die

e polynomiale Laufzeit haben.

e garantierte Approximationsgute haben. (1 + € fUr kleines ).

lllustration hier anhand des einfachen Rucksackproblems RS.

Gegeben: wy, ..., Wy, be N,

Gesucht: | € {1,...,n} mit Zic;w; moglichts gro3, mit Bedingung Ziciw; < b
Hier zulassige Losung | C {1,...,n} mit Zicgw; < b

Wert ¢(1) = Zig/W;.

Spezialfall: Entscheidungsproblem RS

Gegeben: wy, ..., Wn, b

Frage:ex. | C{1,...,n} mit X = b?

Satz 5.8 (RS ist NP-vollst andig): einfach: RS € NP.

Zur NP-Vollstandigkeit: SAT(3) <p RS.

Finde Transformation (polynomzeit-beschr.) 3-KNF-Ausdruck ¢ +— (Wy, ..., Wn, b), mit ¢ erfillbar < ex.
I C{1,...,n} mit Zigw; = b.

Beispiel:
Q= (Xl V=XV X3) A (—|X1 V Xo V —|X4) A (—|X1 V X3V —|X3)
Def. Vektoren vi, V1, . .., V4, V4 wie folgt:
v1 = bibobs mit by = 1 falls x; kommt in Klausel Nr. i vor. (und macht Klausel somit wahr)..
V1 analog mit =Xy, entsprechend flir Vo, Vo, ..., V4, V2
vy=1001000 wvy=0111000
Vvw=0100100 ¥v%=1000100
v3=1000010 wv3=0010010
v4=0000001 w%3=0100001
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Belegung der x; durch Wahrheitswerte liefert vier Vektoren:

X1, X2, X3 — wahr X — falsch Vektoren: vy, Vo, V3, Va.

¢ wird wahr gdw. Summe der zugehdrigen Vektoren wird in jeder Komonente > 1

p erfullbar gdw. ex. Teilmenge der vy, Vi mit jeweils genau einem Vektor aus {v;, Vi} und Wert > 1in jeder
Komponente der Summe.

Verfeinerung 1: Ergénze(ii) um 4 Bits, mit i-tem Bit=1 fUr v;, V.
Verlange Summenwert 1 in jeder dieser Komponenten.

Gesichert: Bei Auswahl def, Vi wird zu jedemi nurv; oderv; ausgewahit.
Zeilensummenwert:

(*)=21=1=>11111

(x) erreichbar_e ftrightarrow ¢ erfullbar

Verfeinerung 2:  Hilfsvektoren zur Erganzung der ersten drei Komponentdndan Wert 4 ausgehend

u=1000000 u3=0100000 us=0010000

u=2000000 u=0200000 ub=0020000

Dann: ¢ erflllbar gdw. ex. Teilmenge der Vektoren vi, . ..,Vs,Vz,Ug,...,Us Mt Summe 444111.1
iR

von Wert> 1

W1,...,W14 b
Also ¢ erfullbars ex.1 C{1,...,14 ZiciW; = b (wj, b Dezimalzahlen).

1. Approximationsalgorithmus Zuwy, ..., Wn, b verfahre "gierig”(gready Algorithmus).

GA: Ordne diew; an in Formw;, > w;, > ....

Furj=1,...,nnehmew;, hinzu, falls Teilsumme mit;;, noch< b.

Formal:l .= c=0.Furj=1,...,n:fallsc+w; <bdol :=1U{i, ]} c:= c+ W
Zeitaufwand: mit Einheitskostenmalfd (in, Additior/Vergleich kostetO(1)).

1. SortierenO(n log N} polynomial in n

2. Schleife:O(n)

log. Kostenmal3: EingabegroBd_ange der Dezimaldarstellungen ves, . .., wn, b

Polynomiale Laufzeit wegem < |

1. Schritt— |2 Schritte

EKM LKM

GA ist Polynomzeitalgorithmus

Zeige fur optimale Losundp € {1,...,n} und die durch GA gefundene Lbsumgcc(('To)) < 2. Hierzu genugt
c(l) > g

OBdAw; > w, > --- > Wp. Seij + 1 der erste nicht gewahlte Index (sonst alle gewalilg) = c(1)).
1,..., j wurden gewahit.

Fall j = 1wy +Wo > b,wg > W,

2Wq1 > b: Wy > %

Fall j > 2 Ergebniswert: bisherige Summav;,; > b

Wi < wj = &t > BT < D Ergebnis.
b b
c>b- 3 23
Approximationsalgorithmus RS: Geg.wy,...,Wh, be N,

Gesuchtl C {1,...,n} mit Zic;w; max., wobeZiciw; < b
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Definition 15 Ein Polynomzeit-Approximationsschema (PTAS (polyn. tamprox. scheme.)) liefert fur je-
dese > 0 einen Algorithmus der zu Eingabe x eine Losung M Iiefert%%%l < 1+ € (mit Mp optimale
Losung), polynomzeitbeschr. |ixi.

Erlaubte Laufzeit{x|]

Beispiel (Ein PTAS f Ur das Rucksackproblem):
1. Sortiereb>w; >wWy > -+ > Wy

2. Setze k:=[1]

3. Furjedes| C{1,...,n} mit|l| < kwende GA initialisiert mit | an und ermittle so Erganzung | C I*
mit Ziggw; < b

Ausgabe: maximales gefundenes |*

Polynomzeit fir festes e (festes k)

Anzahl der I: Zogigk(?) < Yo<i<kN € O(N¥) Erzeugung der | etwa in kanonischer Reihenfolge der Worter
dber {1,...,n}

Behauptung Bei Ausgabe | und optimaler Losung lo = {i1,...,ip} gilt: % <1+ % <l+e€

Fall1 p < kDann wird | in 3, behandelt. Optimum wird erreicht.

Fall 2 k < p Betrachte GA'’ firr Initial. | = {iy, ..., ik} Ausgabe I*
Wenn | = |y, dann fertig.
Sonst ex. iq € lg, aber in GA’ ibergangen wurde.
iq > ik ig € lo\ I" Bekannt c(1*) +wi, > b > c(lo)

o (ke wig < Wig +Wi, -+ Wi, +Wig c(lg)
'Iq - k+1I = | k+1 = k+1
c(lo) clo) . _clg _ _1 :@_14_%

c(*) = C(IO)_Wiq - C(IO)_% - 1_W11 k —

Ende Kommentare und Korrekturvorschlage sind erwiinscht.
Vielen Dank an alle die mich unterstiitzt haben dieses Skuirstellen.
Viel Erfolg bei der Klausur
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